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Ōʸ 
̭ �όķïِç I̫ �όǠà
çόī à �ŏ �όŢ ِ �ïùï ، �èï çόī êŪ �όŊç I̫ �όɸ ýç̪ �όŤ ،ęčàù ÿ�Ŏŕόƞ Ěόȃï ĕ Iʑ �ă�όİç I̫ �όœ ũ �όʠ ،ëtŴI όĵ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ėƴόưà ë �Ÿ �̦ �όĹŏȩ �όĹ ýç̪ �όŤ ،ėƴόưî̪ʣόƬà

�é �όĞù ŏ �όŢàٓ ũ �όʠ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ êŪόƦŪόƚ �êà ïùà ĚƷόűù ė �ŵƲόȵ ėƴόưà ĕƽόǚ î̪ʣό̘ ûžόǲï ÿƟ ðà î̪όɻ ،ÿI Ȋ ʺόưąόĶ ïùà ęčàù ϜĂ�ƂϟϔƗ ą �όĜ
�êàïùí ÿƟ 
ñ 
όŖŪόƞ ðà Ūόƞ ņό˸î �όĜ �ï ēĠ�źǃ ÿ�Ŏ ðà ėόˁ êž IόǶ ą �όĜŕόƞ àíà Ōʸ 
όű çόī ėƴόưà ë �ŴόĶ ëtŴI۔ όĵ ÿ �Ŏŕόƞ ēùĠ�ź uόĿ ņό˂ �êà ʺ �όě

ç۔ ό̬ƣï ïàŕ� όŒŌ�όʷ
Ęíą �ύĜ �ï �é Iʊ �όœ çόī �êà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ �êùç̥ �όĹ ïùà ņٔύŉç̪�ƍ Iόǋï ņό˂ êŪόƦŪόƚ ÿȋ �é Iʊ �όœ �êàïùí ÿƟ ŏ�Ȫόǲ ÿƟ ē ;í �ġ �ύňà ņ �όŉ GϜĂ�ƂUϖį à ë �ŴόĶ
،ĚƷόȵ õ �ƄόǇù GϜĂ�ƂUϖį à ÿ �Ŏ êũ Iʋ �όœà ėόˁ êž IόǶ ą �όĜŕόƞ àíà ė �ύĿŌʸ 
όű ÿȋ ûí ė Iʌ �όœ çόī �ïùŕ� όŒà Ġ;źόˁà ;í ï VŌ ٔόʷàùĠ�źǼ GϜĂ�ƂUϖį à ë �ŴόĶ êž۔ IόǶ ïà �ŕόƦ Ōʸ 
όű
ÿƟ íç̪�ƍόȶà ýç̪ �όŤ �êà ïùà �é �όĞù Ęî 
όű �÷ �όĻù ÿƟ �êà ë �ŴόĶ ç۔ �Ŭόʾ úàĠ�ź 
Ǽà çόī �êùç̥ �όĹ �êą �ώĜ ŔI ʉόŘ ïùà þïũ 
Ɍόǒ ûũʦ �όŤà
،ĠĪ �ŷ �όĲùŌ�όʷ ;ă�όİà ĕɂũɌ�όķà ، �ïùŕ� όŒà Ġ;źόˁà ;í ÿI۔ Ȋ ç �Ŭόʾ ç̨όȗ ë �ŴόĶ êŪόƚçόű �êà FϜ ϝĦȎU ϟ̰ό̘ ÿ�Ŏ êũ Iʋ �όœà ũ �όʠ êž IόǶ ïũ˅ 
̭ όǒ îόŰ ÿ �Ŏ ϜĂٔƂϟϔƗ
،ÿI Ȋ �èą �όĜ ņό˂ �ïà �ŏόȼà ϜĂ�ƂϟϔƗ þĠ�źǃ ą �όĜŕόƞ ýçόī Ł �όŇçόű ÿƟ íą �όĜàٓïî �Ŭόǥ ،ĕ ;żόǇïũ �Ż �όįŪ �όŊ ùíïà ü �Ŭ 
Ɋ �Ź �όě íà �ïàٓ ą �όĜęčžόǔ ،ĕ �ɉą �ύĜï ė �ŵȧ 
όǲ

ņٔόŉž۔ IόǶ �ă�όİą 
όĜ �êùç̥όǔ ë �ŴόĶ ÿ �Ŏŕόƞ ü̪ ό˓Ķ Ūόƞ ýçόī ĕ Iʑ ņٔύŉà �ŕ� όŒà ėƴόǚũόʠ ṷ̈Ʋ ό̭ǒ ïùà �é �Ů sϐį Ō �όʷ �é �Ʌόȿ ņό˂ �ë �όǥ
íą �όĜàٓïî �Ŭόǥ ،Ū �όŊąόĶ ، �ë �ύĸŌ�ώʷ Ġ �ź ٔύĿęč ĕ ;żόǇïũ �Ż �όįŪ �όŊ، �Ō�ύʷùŌ�όʷ Ġ�ź �Ǿà ĠĪ �ŷ �όĲùŌ�όʷ، �ĠĪ VŹ ]όěçόű �öàٓ ûũ ό˅űà ، �ë�ώĸ ;í ، �êç �όŰ î̪όɻà �êç̪ƻόű ĠĪ �ŷ �όĲùŌ�όʷ ë �ŴόĶ

êž۔ IόǶ ą �όĜŕόƞ àíà ė �ύĿŌʸ 
όű ÿȋ ûí ė Iʌ �όœ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ Ě Iɶàŕ� όŒ ûũόʠąόĶ à �ŕ� όŒà ėƴόǚũόʠ ïùà ė �όĿç �ŬόǇùí ʺ �όěà çόī
�èĠ�źɠ �όȔ �êàïùí ÿƟ Ě �ŽƲ̥ �όĹ ņό˂ ;ă�ώİ Ġ;źόˁà ;í ēĠ�źǃ ÿ�Ŏ êũ Iʋ �όœà ėόˁ êž IόǶ ïũ˅ 
̭ όǒ îόŰ ÿ �Ŏ çόī �ëɊόǥ �ë �όĸà ñ�όķà ĠĪ �ŷ �όĲùŌ�όʷ ë �ŴόĶ

úŏɳ WƎόǒ ïùà ýĠ�źʁό̘ ë �ŴόĶ ç۔ �Ŭόʾ úàĠ�ź 
Ǽà çόī �ă�όİç̪όɻ û �ŕόƚ �Ġ�źǃ Ġ�ź �Ȁ ÿȋ HϜħ �ȲUϖĹ ŏόţ �ë˄̪όŦ ĠI ő ïùà î �Ŭ �Ȧ �Ƅ Wόį ēĠ�źʧƖ �όĹ ، �èęčç �Ŭ �όǥ �ïùŕ� όŒà
،ç I̫ όƮà 
ðç̬ �ƌόǇ Ġ;źόˁà ;í ، �ë�ώĸ îόƘà �ë �Ÿ ό̥ǔ ė �Ǿàũ �όʠ Ġ;źόˁà ;í ، �ë�ώĸ îόƘà ìęĎόǚ î �ŬόǇ Ġ;źόˁ à ;í ،î̪όɻà ûũ �Ż �Ȧόǔ ñ�όķà ĠĪ �ŷ �όĲùŌ�όʷ �êàĠ�źʧόŦ ĕ ;żƲƠ �Ɖ �όĞ

HϜħ �ȲUϖĹ ŏόţ ĕɚόʾ ė �όĿ ĕɚόʾ ïùà ņٔύŉç̪�ƍ Iόǋï �éόǇç �Ŭόǒ ، �Ō�ύʷùç �̩ �όň ĕ �żʥ �ƍ �όĞ ņό˂ �êà çόī ė �Ǿàï Ě �ŽόǇù î �ŬόǇ Ġ;źόˁà ;í ،ēïîI όĵũ �όʠ þà î �όŰąόĶ Ġ;źόˁà ;í
êž۔ IόǶ ą �όĜŕόƞ àíà ė �ύĿŌʸ 
όű ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ íàîόĶà �é �όĞùŌ�όʷ ÿȋ

êž IόǶç �όŰ ą �όĜŕόƞ àíà ė �ύĿŌʸ 
όű ĕȏ �όŇ çόī êũ �ŻȐ �όŇçόű ýç̪ �όŤ GϜĂ�ƂUϖį à ÿƟ ė �ŵȧ 
όǲ ïùà ïũ �ɫ �ƈόǒ ĠI őçόǅ ، �ë �Ŵ ό̭ǥ �øùïç �όĲ ،î̪όɻà �øç �̦ 
όǲà ë �ŴόĶ
Ġ;źɎόǒ ،ʺ �ύěùï �èç �ƒ �όǥ ĘùęĎόȵ ÿƟ ðà ˂ņό۔ ņٔύŉà �ŕ� όŒà ėƴόǚũόʠ ïùà íîόĶ �êàïùí ÿƟ ýçόī ĕ �Ȱ �Ƅ �Ȧɋ �όň ēĠ�źǃ ÿ�Ŏ êũ Iʋ �Ɣ �όǥ ،çό˭

ëtŴI۔ όĵ �êùç̥όǔ ïùà �êą �ώĜ ŔI ʉόŘ Ęù ėόˁ ė �ύĿŌʸ 
όű ĕȏ �όŇ çόī Ϝ ϝĦƹϟ̪ϟόɼ ĕɚ�ώķ ïî �όĜ Ġ �ź �Ȁ ŌǍ �ώĜ í ïùà ،Ě �Ž �ύįàí Ġ;źɎόǒ ،ü �Ŭ Iʊόʆ
àíà ė �ύĿŌʸ 
όű ĕȏ �όŇ çόī ýąόĶà �ģ �ƈ �όĞ �èç �ƒ �όǥ ïùà ïŪ �όŊ çƠ �Ɖ 
Ɋ �όķà ñόǒ ،ç �όǚï ü̪ό˒à Ġ;źόˁà ;í ،êç I̫ �όɸ Ęç 
όű Ġ;źόˁà ;í ،ėƴόưàî �Ŭόȶ Ġ;źόˁà ;í ë �ŴόĶ
úàĠ�ź 
Ǽà çόī �èą �όĜàîI όĵ ïùàٓ ،ÿ �Ŏŏ�ɳ �όň ،ĚƷόȵ GϜĂ�ƂUϖį à ë �ŴόĶ �èîόĶ ēïŪ �όŊ ņό˂ ē ;í۔ �ġ �ύňà ņ �όŉ ēĠ�źǃ ÿ�Ŏ êũ Iʋ �όœà ėόˁ çό˭ êž IόǶç �όŰ ą �όĜŕόƞ

ç۔ �Ŭόʾ
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،ĕ;żόǇïũ �Ż �όįŪ �όŊ íą �όĜàٓïî �Ŭόǥ ،ĕ ;żόǇïũ �Ż �όįŪ �όŊ ûĠ;ź Vūόű ņό˂ ʺ ;ύěą �όĜŕόƞ ،ĕ �ɉą �ύĜï ÿŎٔàŌ�όʷ �ŕόƞĠĝ ĕńž �ŋ ėόˁ HϜ FϝāɛUŷUόŰ �ŕόƞàĠĝ ïùà êùïàíà �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ë �ŴόĶ
،(ĕ ;żόǇïũ �Ż �όįŪ �όŊ ė �ŵ �ύį ç̪ 
ƍόȶ) Ǹ �όěĠźٔ Vū �Ŭ �Ʌ �όňà �öàٓ �ġόƬçόī ĕ ;żόǇïũ �Ż �όįŪ �όŊ ،(ïŪ �όŊ Ĥ �Ȅ) ĕ;żόǇïũ �Ż �όįŪ �όŊ ĕɂ ïàٓ ĕɂ ēà Ĥ �Ȅ ،(Ū �όŊ �ġ �ύňà ņ �όŉ) ņ; όŉ ņٔύŉ àٓ ņٔύŉ àٓ

;é�Ůʥ �ƍόƗŪ �ώŊ ;í ĕ ;żƲƠ �Ɖ �όĞ ،ûũ ό˅űà ü �Ŭ 
ɊόʾĠ;źɎ �όķà ، �èç 
̭ όʾïù ÿ�Ŏ êũ Iʋ �Ɣ �όǥ êž IόǶ ïũ˅ 
̭ όǒ îόŰ ÿ �Ŏ çόī (íą �όĜàٓïî �Ŭόǥ) ņ�ύŉęĎ �Ŭ uόį-ñ�όķà ņ;όŉ ņٔύŉ àٓ ņ �όŉ
�èàïũɟ �όȔ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ÿƟ êũ �Żȧ 
όǲ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ÿƟ �ſ �Ż �Ȧɋ �όň ïùà ç �Ŭόʾ �èç �̩ �Ƒ �όįà àĠ �źǃ، HϜ ϝāٔƂUųϟϏʼ íç �̦ Ȩ �όĹàÿƟ êũɌ �ύķŏ�Ȫ �όĹçόī ïùà ،ýàŕόƦùŌ�όʷ

çόī (íą �όĜàٓïî �Ŭόǥ) ņ�ύŉęĎ �Ŭ uόį-ñ�όķà ņ; όŉ ņٔύŉ àٓ ņ �όŉ ،ĕ �ɉą �ύĜï ė �ŵȧ 
όǲ ë �ŴόĶ ˂ņό۔ íîόĶ ēĠ�źǃ ĕȯ �όĻàù ë �ŴόĶ Ϝ ϝ ϞĀ�ƂϟȐϟˍ HŬόǇ ïùà Ϝ Fϝ ϞĀ�ƂϟȐU ϟ̰ɵόƋ Ūόƞ êùٔũƳ I̫ �όœ ïùà
ÿƟ �ë 
Ɋ qŹ Vόě �Ō�ώʷ Ō�όʷ Ġ �ź tū uόě �ë �ώĸ Ġ�ź Iʌ �όœ �êàïùí ÿƟ CPMV-2021 ïç �Ŭ tų sόěù ĕńàž �ŋęčç �Ŭ tų sόě FϜ ϝĦȎU ϟ̰ό̘ ÿ�Ŏ êũ Iʋ �Ɣ �όǥ ž IόǶ ą �όĜŕόƞ àíà ė �ύĿŌʸ 
όű ĕȏ �όŇ

à۔ �ïàŪ �όŊ ÿȋ ;íàŪ �όŊà
êž IόǶàũ �όʠ Ġ�ź �Ǿ ýç̪ �όŤ ïùà ،îόűà �èç �ƒ �όǥ ،ýç ό̭Ɨà Ġ �ź sϐĿ �ï �èç �ƒ �όǥ ، �êç �ŬʥόƯàî �Ŭόȶ Ġ;źόˁà ;í ،ŔI ʉǟόȘ Ę �řʮόɻ Ġ;źόˁà ;í êũ �ŻόǇùí GϜĂ�ƂUϖį à ë �ŴόĶ

˭çό۔ êž IόǶï ïũ˅ 
̭ όǒ çόī �êùç̥ �όĹ ïùà �é �ŮɅό̘ ņό˂ �êà ė 
Ɏ �Ź̪ Iόɾ çόī
، �ë �Ŵ ό̭ǥ �é �Ȧ �Ȥ 
όǲ �èç �ƒ �όǥ ņٔύŉç̬ �όŇ þ ;Ō�όʷ þĠ�źǃ ،(ñ�όķàþàÿƟ) �ë �Ŵ ό̭ǥ �èïç 
̭ �όķ Ġ;źόˁà ;í üƠ �όȚà �èç �ƒ �όǥ GϜĂ�ƂUϖį à ë �ŴόĶ

�ë˄ ό̪Ŧ ĠI ő ēĠ�źǃ �êàïùí ÿƟ Ġźٔ �ϏĿ Ġ �źόˁ ĕŧ �ƍƲ̥ �όĹ þĠ�źǃ ÿ�Ŏ êũ Iʋ �όœà ėόˁ êž IόǶ ą �όĜŕόƞ àíà ė �ύĿŌʸ 
όű ĕɉũɟ �όȕ çόī õ �Ƅ �όĞï î̪ʣό̘ �èç �ƒ �όǥ ïùà
˂ņό۔ íîόĶ

ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ņٔύŉà �ŕ� όŒà ėƴόǚũόʠ ë �ŴόĶ ņό˸ î �όĜ �ï ĕ �ż �ύįà çόī îόƘàù ýàĠ�źǾà ü �όěç �όĲïùà êąόĶ ēïç �Ŭ uόį ĕ �ż �ύįà ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī Ě �ύō ;î �Ŭόǒ ðà ë �ŴόĶ
ņٔόŉž IόǶ ĕ �ż˄̪ �όɻ ʺ �όěà ë �ŴόĶ ņό˸ î �όĜ �ï ēĠ�źǃ ïùà íç �ŬόǇà K Ϝ GϝĦƹU̫Uύœ þĠ�źǃ ĕȯ �όĻàù �èàٓ ،êž IόǶ ç �Ŭ Iόǋç �όŰ ą �όĜŕόƞ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ àíà ė �ύĿŌʸ 
όű
çόī �èàٓ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ Ġ�źǽ ïùà �ă�όİç̪όɻ ņό˂ �èàٓ ،ýàĠ�źǾà ė �όĿç̧Ƶ �̩ό̘ àĠ�źǃ Ūόƞ êũ �Ż Iʊ �όœ ïùà êũ �Ż ٔύį ç̬ �όŇ þĠ�źǃ ëtŴI۔ όĵ ĕ �ż 
όǇùï

ė۔ �ύĿŌʸ 
όű

�èïç 
̭ �όķ
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�ăόƗç̨όȘ �éόǇŔʉ �όŗ
i ėǃą �όĜ ïàŕ�όŒà
ii ėǃą �όĜ �Ɓ�ϏŊ î̧ �όȔ
iii Ōʸ 
̭ �όķïِç I̫ �όǠà
viii Ō�ύʷùç̧ �όȔ �éόǇŔʉ �όŗ
x ûùàî �όŰ �éόǇŔʉ �όŗ
1 �öïç̥ �όĹ 1
1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ŏ �ɴ �ƈόǒ ñ�όķ ĕ �ɑ �ώň ïą �όĜ çόī ;é �ŮόƗŪ �ύŊù 1 .1
2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ Ġ �ź ٔύĿïž �ŋ Ě ٔύōą ;όĜ ;èïç 
όű 1 .2
5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ûžόǡà çόī ĕ �ż �Ŷ �̦ �όĹ Ġ �ź �Ȁ 1 .3
6 . . . . . . . . . . ėȀž �όǡžόǔ ÿƟ ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ;όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïùà ė �ϏĿ �ŏ �ɳ �όň �ë 
όǇŪόƚù �Ō �ώʷ ï ĕ;żƲόĶ 1 .4
11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ë۔ �ŴόƘç 
Ŭόǒ Ł �ό̰ʽ ņό˂ ñ ;Ź �ŬόƗŪ �ύŊù 1 .5
17 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �Ġ�ź 
Ɏ �Źόʼ ĕƽ �Ŭ tώį à Ł �ό̰ʽ ņό˂ ñ ;Ź �ŬόƗŪ �ύŊù 1 .6
20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �èàùç̭όǒ ü 
̭ �ύķŏ�Ȫ �ώĹ ;í (Delay)Ġ�ź �Ǿą �όĜ 1 .7
23 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �ă�ώİ íàŏ�Ȫ �όĹà ïùà íũ �όʠù 1 .8
24 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . HϜħ �ȲUϖĹ ŏόţ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ DDEs 1 .9
24 . . . . . . . . . . . . . . ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ çόī �èąόĶàî �όĲà ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ DDEs 1 .9 .1
26 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ çόī �ë 
Ɋ �ŹόĶïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ ñ �ŹƱ �όĜęč 1 .9 .2
28 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . î̧ �Ȭόǔ çόī ėƪç �̦ όǔ 1 .10
28 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ėόˁ ç �όŰ çόī ėƪç �̦ όǔ 1 .11
29 üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ çόī �èàùç̭όǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņ ;ύŉ çƠ �ύȚï Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ėȣ �ύĹï �í ÿƟ ė �Ȣ �ύĹŏόţ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ 2
29 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �öïç̥ �όĹ 2 .1
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31 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �ë 
Ɋ�ώķ ŌǍ �Ŭ qų Vόěà çόī ðà ïùà �ĠĪ tŹ sόě ;é �ŮόƗŪ �ύŊù Haar 2 .2
34 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ü �Ŭɞ �Ȭ �όĹ ņό˂ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ 2 .3
36 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň ñ �ŷ �όŰïũ �Żόʾ çόī ;é �ŮόƗŪ �ύŊù Haar 2 .3 .1
36 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ė �ϏĿ ŏ�ɳ �όň ēíîόȵ 2 .4
43 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ėǽęĎ �όŰ 2 .5

çόī ü ٔόěç̭όǒ ũ �ŻƲ �όĜù ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ ;é �ŮƲ �̩ �όňŌ�ώʷ ;í Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ÿŎٔž IόǶ ÿ �Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ 3
44 ۔ üόŰ
44 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �öïç̥ �όĹ 3 .1
46 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ġ �źʧƖ �όĹ ņό˂ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ 3 .2
48 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ë �ŴόƘç 
Ŭόǒ ēíîόȵ 3 .3
50 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
éόǥç �Ŭόǒ ïùà �ġ ٔύňç �Ŭ Vόį 3 .4
54 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ėǽęĎ �όŰ 3 .5

�Ō �ώʷ Ġ�źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ϜĂ�ƂϟϕƗ ÿƟ ÿ �Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç̭όǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ðũ �Ż �ų �Ŭ ;ųƱ̪ �ƍ ٔόįçόű 4
55 ė �Ȣ �ύĹŏόţ çόī
55 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �öïç̥ �όĹ 4 .1
56 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ü �Ŭɞ �Ȭ �όĹ ņό˂ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ 4 .2
57 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ěȍ �ύŇïũ ό˻ưà 4 .3
58 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . îόĶàٓïí ü ό̪ɼ Ō�όʷ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ 4 .4
63 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ėǽęĎ �όŰ 4 .5

;é �ŮόƗŪ �ύŊùïąI όĵ Ϝ Hϝ ϞĀƂٔϟƲUŬϟόʾ üόŰÿƟ �èàùç̭όǒ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį ĕ ;żƲόĶ �é �Ů �ύįŌ�όʷ ņ ٔύŉ ąI όĵ ņƫàù ÿ �Ŏž IόǶ àî �Ŭ uόį ë �ŴόĶ ñ˄όĶç �Ŭ ]ύį à ;íùĠ;źˆ �ŬόƗà 5
64 ė۔ �Ȣ �ύĹŏόţ �Ō �ώʷ Ġ�źǼ
64 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �èàùç ό̭ǒ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį 5 .1
66 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ġ �źʧƖ �όĹ ņό˂ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ 5 .2
68 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ė �ϏĿ ŏ�ɳ �όň ēíîόȵ 5 .3
76 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ėǽęĎ �όŰ 5 .4

�ë 
Ɋ �ŹόʼŪόƚŪόƞ ʺ�όěà ϜĂ�ƂϟϕƗ ÿƟ ÿ �Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç̭όǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņ ;ύŉ çƠ �ύȚï Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ï ;íïàٓ ü �Ŭ 
Ɋ˄�όĜŕ�όŒ 6
77 ė �Ȣ �ύĹŏόţ
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77 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �öïç̥ �όĹ 6 .1
82 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ü �Ŭɞ �Ȭ �όĹ ņό˂ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ 6 .2
83 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �ġ ٔύňç �Ŭ Vόį ēíîόȵ ïùà �Ġ�ź 
Ɏ �Źόʼ ĕƽ �Ŭ tώį à 6 .3
91 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ėǽęĎ �όŰ 6 .4
92 �èç̪ƻόī ĕńç �Ŭ �Ŷ �όŰà
93 �éόǇŔI ʉ �όŗ ņό˂ �ăόʾ Ġ 
Ą ë �ŴόĶ ñ �όķŏ�Ȫ �όĹçόī
93 �éόǇŔI ʉ �όŗ ņό˂ �éόȶç 
όűà
93 �èç �Ŭ sώį ç �Ŭόʾ
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Ō�ύʷùç̧ �όȔ �éόǇŔʉ �όŗ
15 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ;é �ŮόƗŪ �ύŊù êąόĶ ïąI όĵ( �è) ، ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �èą �όĜ ïąI όĵ(à) 1 .1
15 . . . . . . . . . . (db2) ;é �ŮόƗŪ �ύŊù êąόĶ �Ġ �ź �ʁ �Ǝ sόįù ;í( �è) ، (db2) ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �èą �όĜ �Ġ �ź �ʁ �Ǝ sόįù ;í(à) 1 .2
15 . . . . . . . . . . (db3) ;é �ŮόƗŪ �ύŊù êąόĶ �Ġ �ź �ʁ �Ǝ sόįù ;í( �è) ، (db3) ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �èą �όĜ �Ġ �ź �ʁ �Ǝ sόįù ;í(à) 1 .3
16 . . . . . . . . . . (db4) ;é �ŮόƗŪ �ύŊù êąόĶ �Ġ �ź �ʁ �Ǝ sόįù ;í( �è) ، (db4) ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �èą �όĜ �Ġ �ź �ʁ �Ǝ sόįù ;í(à) 1 .4
16 . . . . . . . . . . . . . . . . . ėɠόȕ ņƫç �Ŭ �όǥ ïùà ĕ �Ȱ �Ƅ �Ȧόǭ çόī ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ;é �ŮόƗïžόǔ ñ˄ �ŬƲ �Ŭʥόƣ 1 .5
16 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ;é �ŮόƗŪ �ύŊù êąόĶ Ġźٔ �ūόĶ( �è) ، ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �èą �όĜ Ġźٔ �ūόĶ(à) 1 .6
17 . . . . . . . . . . . . . ۔ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �èą �όĜ ;é �ŮƲ ό̪Ƌ ( �è) ، ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �èą �όĜ ;é �ŮƲ ό̪Ƌ(à) 1 .7
17 . . . . . . . . . . . . . . ;é �ŮόƗŪ �ύŊù êąόĶ ;é �ŮƲ �όĲŪόƞ( �è) ، ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �èą �όĜ ;é �ŮƲ �όĲŪόƞ(à) 1 .8
38 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ė۔ �όĿ �ïàžόǔ çόī üόŰ ēíîόȵ ïùà �ë �Ÿόȵ Ō�όʷ 𝐽 = 3 2 .1
39 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ō�όʷ۔ 𝐽 = 6 (2 ėƴŬٔɊόǒ) ĕɯƵ �όȵ �ſƳ ό̨Ș 2 .3
39 . . . . . . . . . . . . . . . 2)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ ēíîόȵ ïùà �éόǇïí 2 .2
40 . . . . . . . . . . . . . . . . 3)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ ēíîόȵ ïùà �ë �Ÿόȵ 2 .4
41 . . . . . . . . . . . . . . . 4)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ ēíîόȵ ïùà �éόǇïí 2 .5
42 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ō�όʷ۔ 𝐽 = 10 (5 ėƴŬٔɊόǒ) ĕɯƵ �όȵ �ſƳ ό̨Ș 2 .7
42 . . . . . . . . . . . . . . . 5)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ ēíîόȵ ïùà �éόǇïí 2 .6
43 . . . . . . . . . . . . . . . . 6)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ ēíîόȵ ïùà �ë �Ÿόȵ 2 .8
50 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ō�όʷ 𝐽 = 5 ;èęĎ �όĜ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 2 ėƴŬٔɊόǒ 3 .2
50 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ō�όʷ 𝐽 = 5 ;èęĎ �όĜ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 1 ėƴŬٔɊόǒ 3 .1
50 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ō�όʷ 𝐽 = 5 ;èęĎ �όĜ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 4 ėƴŬٔɊόǒ 3 .4
50 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ō�όʷ 𝐽 = 5 ;èęĎ �όĜ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 3 ėƴŬٔɊόǒ 3 .3
51 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ō�όʷ 𝐽 = 5 ;èęĎ �όĜ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 5 ėƴŬٔɊόǒ 3 .5
59 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . üόŰ۔ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �ύĹïùà �éόǇïí çόī 1 ėƴŬٔɊόǒ 4 .1
60 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . üόŰ۔ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �ύĹïùà �éόǇïí çόī 2ėƴŬٔɊόǒ 4 .2
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61 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۔ (2 ėƴŬٔɊόǒ) 𝐽 ėƴ �όĜç �̦ ʦ �όŤ ĕɯƵ �όȵ �ſƳ ό̨Ș 4 .4
61 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۔ (1 ėƴŬٔɊόǒ) 𝐽 ėƴ �όĜç �̦ ʦ �όŤ ĕɯƵ �όȵ �ſƳ ό̨Ș 4 .3
62 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . üόŰ۔ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �ύĹïùà �éόǇïí çόī 3ėƴŬٔɊόǒ 4 .5
62 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۔ ( 3ėƴŬٔɊόǒ) 𝐽 ėƴ �όĜç �̦ ʦ �όŤ ĕɯƵ �όȵ �ſƳ ό̨Ș 4 .6
69 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ çόī üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ïùà �éόǇïí 5 .1
71 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2)۔ ėƴŬٔɊόǒ) 𝐽 ėƴ �όĜç �̦ ʦ �όŤ êç �ŬɪƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ 5 .3
71 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ çόī üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ïùà �éόǇïí 5 .2
72 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ çόī üόŰ �éόǇïí ïùà ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ 5 .4
74 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4)۔ ėƴŬٔɊόǒ) 𝐽 ėƴ �όĜç �̦ ʦ �όŤ êç �ŬɪƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ 5 .6
74 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ çόī üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ïùà �éόǇïí 5 .5
75 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5)۔ ėƴŬٔɊόǒ) 𝐽 ėƴ �όĜç �̦ ʦ �όŤ êç �ŬɪƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ 5 .8
75 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ çόī üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ïùà �éόǇïí 5 .7
76 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6)۔ ėƴŬٔɊόǒ) 𝐽 ėƴ �όĜç �̦ ʦ �όŤ êç �ŬɪƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž ٰ �ɪόȗ 5 .10
76 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ çόī üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ïùà �éόǇïí 5 .9
85 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1۔ ėƴŬٔɊόǒ 6 .1
87 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2۔ ėƴŬٔɊόǒ 6 .2
88 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3۔ ėƴŬٔɊόǒ 6 .3
89 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4۔ ėƴŬٔɊόǒ 6 .4
91 . . . . . . . . . . . . . . . . . 4)۔ ėƴŬٔɊόǒ) 𝐽 = 4 ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ō�όʷ ûũ �ŻόƗ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù 6 .5
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ûùàî �όŰ �éόǇŔʉ �όŗ
37 . . . . . . . . . . . . . . 1)۔ ėƴŬٔɊόǒ) êç �ŬɪƵ �όȵ �ſƳ ό̨Ș Ě �Ž ٰ �ɪόȗ Ō�όʷ êũɋɱόƅ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ 𝐽 2 .1
38 . . . . . . . . . . . . . . ĕɯƵ۔ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž ٰ �ɪόȗ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 1 ėƴŬٔɊόǒ Ł �όŇçόű ÿƟ 𝐽 = 3 2 .2
39 . . . . . . . . . . . . . . 4)۔ ėƴŬٔɊόǒ) êç �ŬɪƵ �όȵ �ſƳ ό̨Ș Ě �Ž �ɪόȗ Ō�όʷ êũɋɱόƅ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ 𝐽 2 .4
39 . . . . . . . . . . . . . . 2)۔ ėƴŬٔɊόǒ) êç �ŬɪƵ �όȵ �ſƳ ό̨Ș Ě �Ž �ɪόȗ Ō�όʷ êũɋɱόƅ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ 𝐽 2 .3
39 . . . . . . . . . . . . . . ĕɯƵ۔ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž ٰ �ɪόȗ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 2 ėƴŬٔɊόǒ Ł �όŇçόű ÿƟ 𝐽 = 5 2 .5
42 . . . . . . . . . . . . . . 6)۔ ėƴŬٔɊόǒ) êç �ŬɪƵ �όȵ �ſƳ ό̨Ș Ě �Ž ٰ �ɪόȗ Ō�όʷ êũɋɱόƅ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ 𝐽 2 .7
42 . . . . . . . . . . . . . . 5)۔ ėƴŬٔɊόǒ) êç �ŬɪƵ �όȵ �ſƳ ό̨Ș Ě �Ž ٰ �ɪόȗ Ō�όʷ êũɋɱόƅ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ 𝐽 2 .6
51 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ĕɯƵ۔ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 5 ÿȋ 1 ü ٔόěç ό̭ǒ 3 .1
51 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ė۔ �όĿ �ïàžόǔ çόī êũ �ŻɪƵ �όȵ 3 .2
52 . . . . . . . . . ۔ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 5 ÿȋ 1 ü ٔόěç ό̭ǒ 𝑅𝑐 = 𝑙𝑜𝑔( 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟(𝐽−1)

𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟(𝐽) )
𝑙𝑜𝑔(2) ìĠ 
Ą ņό˂ ñ �ŷ �όŰïũ �Żόʾ 3 .3

52 . . . . . . . . . . . . . . ė۔ �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ �éόǇïí ïùà �ă�ώİ ŏ�Ȫ �όĹ Ō�όʷ 𝐽 = 6 3 .4
52 . . . . . . . . . . . . . . ė۔ �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ �éόǇïí ïùà �ă�ώİ ŏ�Ȫ �όĹ Ō�όʷ 𝐽 = 6 3 .5
53 . . . . . . . . . . . . . . ė۔ �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ �éόǇïí ïùà �ă�ώİ ŏ�Ȫ �όĹ Ō�όʷ 𝐽 = 6 3 .6
53 . . . . . . . . . . . . . . ė۔ �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ �éόǇïí ïùà �ă�ώİ ŏ�Ȫ �όĹ Ō�όʷ 𝐽 = 6 3 .7
53 . . . . . . . . . . . . . . ė۔ �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ �éόǇïí ïùà �ă�ώİ ŏ�Ȫ �όĹ Ō�όʷ 𝐽 = 6 3 .8
60 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۔ ĕɯƵ �όȵ �ſƳ ό̨Ș Ě �Ž �ɪόȗ Ō�όʷ êũɋɱόƅ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ 𝐽 4 .1
61 . . . . . . . . . . 3)۔ ėƴŬٔɊόǒ) (MAE) ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ Ō�όʷ êũɋɱόƅ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ 𝐽 4 .2
69 . . . . . . . . . . . . . . . 1)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ņ �ύŉàŏ �όŢ ë �ŴόĶ ė �όĿ �ïàžόǔ Ł �όŇçόű ÿƟ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ Ęíũ �όʠžόǔ 5 .1
70 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ çόī üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ïùà �éόǇïí 5 .2
70 . . . . . . . . . . . . . . . 4)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗŌ�όʷ êũɋɱόƅ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ 𝐽 5 .4
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70 . . . . . . . . . . . . . . . 2)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗŌ�όʷ êũɋɱόƅ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ 𝐽 5 .3
72 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ çόī üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ïùà �éόǇïí 5 .5
74 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ çόī üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ïùà �éόǇïí 5 .6
74 . . . . . . . . . . . . . . . 5)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ çόī ņ �ύŉàŏ �όŢ Ł �όŇçόű ÿƟ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ Ęíũ �όʠžόǔ 5 .7
75 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ çόī üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ïùà �éόǇïí 5 .8
76 . . . . . . . . . . . . . . . 6)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗŌ�όʷ êũɋɱόƅ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ 𝐽 5 .10
76 . . . . . . . . . . . . . . . 5)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗŌ�όʷ êũɋɱόƅ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ 𝐽 5 .9
85 . . . . . . . . . . . 1۔) ėƴŬٔɊόǒ) 𝐽 = 3 �é �όǥ Ō�όʷ 𝛼 = 0.5, 0.7, 0.9, 1 üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ 6 .1
86 . . . . . . . . . . . . . . . . 𝑚𝑎𝑥|𝑦۔ − 𝑦𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡| (MAE) ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ 6 .2
86 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2)۔ ėƴŬٔɊόǒ) 𝛼 = 0.5, 0.7, 0.9, 1 üόŰ ç �Ŭ tϑį ŏ�Ȫ �όĹ 6 .3
88 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3)۔ ėƴŬٔɊόǒ) 𝛼 = 0.5, 0.7, 0.9, 1 üόŰ çً �Ŭ tϑį ŏ�Ȫ �όĹ 6 .4
89 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4)۔ ėƴŬٔɊόǒ) 𝛼 = 0.5, 0.7, 0.9, 1 üόŰ çً �Ŭ tϑį ŏ�Ȫ �όĹ 6 .5
89 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ çόī MAE 6 .6
90 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[37] ė �όĿ �ïàžόǔ çόī ïŪόƚžόǲ FDE ėƴ �όĜç �̦ ʦ �όŤ HWSM 6 .7



1

1 �èą�όĜ
�öïç̥ �όĹ

ŏ �ɴ �ƈόǒ ñ�όķ ĕ �ɑ �ύňïą �όĜ çόī ;é �ŮόƗŪ �ύŊù 1 .1
ņ�ύŉç �Ŭ �όǁą �ύĜï ïùà êũ WŻ �όĞą �ύĜïí íà �ïàٓ ņό˂ ;é �ŮόƗïžόǔ ë �ŴόĶ ŏ �όţç �Ŭ Wόį ÿƟ Ǹ �ŬɊ �ŹόűùŌ�όʷ ü �Ŭǆόű ņό˂ ç ;Ŭ �Ϗį ;í ʺ̪ɗ �Źόű ēïũ �ŻȐ �όŇ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù

�èĠ
źόˁ Ęíą �ύĜ �ï ë �ŴόĶ ņٔύŉ ąI όĵí ņό˂ 1980 ü �Ŭ˄ 
̭ �όķ �éόǇç �Ŭόǒ ĕƽ I̫ �όœ ņό˂ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ņٔόŉž۔ IόǶ ĠI őç �όǅ Ł �όŇçόű ÿƟ [21] �êùï ;îόƘçόī ë �ŴόĶ ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň
ÿƟ ïąI όĵ ;î �ϏĜ ŏ�Ȫόƙà �êàí ĕ �ɉą �ύĜï ÿƟ ēŌǍ �Ŭ Iόǋ ë �ŴόĶ 1910 �èęčç �Ŭ �όǥ ÿƟ ìŏόţ ĕɂà ،Ě Iɶą �όĜ ،ņٔόŉž IόǶ ôùĠ 
Ą ą �όĜž IόǶ ĠI őç �όǅ ÿȋ
ç̬۔ �όŇ ç �Ŭό˰ ą �ύĜí ýą �όĜ çόī �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ïąI όĵ ÿȋà ïùà ĕȏ �όŇ ņٔόŉž IόǶ àî �Ŭ uόį ë �ŴόĶ 1910 ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ĕƽ I̫ �όœ ëtŴI۔ όĵ Ϝ ϝā�Ƃϟ ϟ˄όű üόĶ ÿȋ ýçόī
êũ �Ż ٔύį ąI όĵí î �ƒ �όǥ ñƲ۔ �όĜ �é �Ů 
ųόĶ ĠȾ �ƈ �Ʌό̘ ʺ �όěà î̥ �όĹ ÿƟ ðà ĕȏ �όŇ ĕżٔό˰ ņό˂ Ō�όʷ ïũόş ÿƟ ñƲ �όĜ ĕ �Ȱ �Ƅόǒ ĠȾ �ƈ �Ʌό̘ ʺ �όěà �÷ �ύľŏȩ �όĹ ņό˂ ðà
ç �ŬƲ �όŰ ç �ŬƲόĶ �é Iʊ �όœ ÿȋ �ë 
Ɋ �ŹόĶïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ Ġ �ź ٔύĿïž �ŋ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ çόī ñ �όǥ ،ç �Ŭόʾ íç �̩ �όňà ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ʺ �όěà ÿ�Ŏ Ō�όʷçό˭ .ē ;í ،ë �ŴόĶ 1946 ،î̥ �όĹ ÿƟ
،ʺ �όě ņٔύŉ ąI όĵí ņό˂ 1980 ÿI۔ Ȋą �ύĜç �όŰç �Ŭόʾ ŪόƦęč Ūόƞ ù qî �όĜù Ęíŕόƞ �êç �Ŭ sόį HϜħȳUϖĹ ï �í ÿƟ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ �ë �Ŵόűùçό˭ ėόˁ ÿI Ȋ ė �όĿ ûžόǡà êç I̫ �όɸ ،ÿI Ȋ

�èą �όĜ ë �ŴόĶ þïą �όĜ ÿƟ �ë 
Ɋ �ŹόĶïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ �Ġ�ź 
Ɏ˄ �ƒ �όĞ ÿƟ [105, 31] Ō�όʷçό˭ .ē ;í ïùà �Ġ�ź 
Ɏ˄ �ƒ �όĞ ÿƟ ïąI όĵ þà
�öïç̥ �Ƅόǒ ÿ�Ŏ ;é �ŮόƗïžόǔ Ĥ �Ȅ ïą �όĜ ĕƽ I̫ �όœ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ çόī ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ë �ŴόĶ 1982 �ë˄ �ŬόƗ ç̬۔ �όŇ ë �Ŵ I̫ �όœ ĕ Iʑ ûàžόǲ ņٔόŉŪόƞ çόī ÿ �Ŏŕόƞ

ü �̦ �ƄɊόǒ Ūόƞ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ü �Ŭ tϑį ŌǍ �Ŭ qų Vόěà õ �Ϗĺ Ġĝ ēî �ύĜî �όĜàžόǡ ĕȏ �όŇ ĕɚόʾ ÿ�Ŏ ;é �ŮόƗïžόǔ ïùà �ë �Ŵ ό̪ƋùŕόƦ ،î̥ �όĹ ûçόű ùí ïùà ç̬ �όŇ ą �όĜàŕόƞ
êũ �Ȥ �ώĹ ŏόţ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ë �ŴόĶ ĕ �ɉą �ύĜï ą۔ �όĜàŕόƞ �öïç̥ �Ƅόǒ ïũɟ �όȔ çόī �ë 
Ɋ�ώķ �ïũ �Żʥ˘ �όĜ ;í ë �ŴόĶ ñ ;Ź �ŬόƗŪ �ύŊù ü �Ŭ tϑį ŌǍ �Ŭ qų Vόěà õ �Ϗĺ Ġĝ ÿƟ üƠ 
όȜ
(MRA) ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň �ë 
όǇŪόƚù �Ō�ώʷ ï ĕ ;żƲόĶ �é �όĞĠ 
Ī tŹ uόě Ě Iɶà ïùà ʺ �όěà ë �ŴόĶ ŏ �όţç �Ŭ Wόį ÿƟ ēïũ �ŻȐ �όŇ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ۔[43] ĕȏόбï íç �Ŭ �ų �όě ņό˂

ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ Ġ�źʧƖ �όĹ ņό˂ íç �Ŭ �ų �όě ņό˂ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ü �όěŪόƦũȌ �ύŇïàٓ ïùà ÿI Ȋ ņό˂ �Ō�ύʷ ũ �ɋ �όň ÿ�Ŏ [70] Ġźٔ �ūόĶ ïùà �ăόƗąόĶ ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ŕόƞ �í ü �όěç �όĲ ė �όĿ ،ÿI Ȋ
�ë �όǥ ،ÿŎٔç �Ŭ �όį ñ ;Ź �ŬόƗŪ �ύŊù ü �όěŪόƦũȌ �ύŇïàٓ ÿ �Ŏ I. Daubechies ،ë �ŴόĶ 1987 ÿI۔ Ȋ ņ�ύŉŕόƞ �éόǥç �όǚù ņό˂ �é �ŮʥόƋï ĕńũʦόɼ

ņ�όŉž IόǶ ÿȋ íàî̥ �όĹ ņό˂ �èç̩ɵόƯ ŏ�Ȫόǡ ÿƟ �êà �é �Ůόǁũɟ �όȕ ņό˂ �êà ˰ĕżٔό۔ ņό˂ ÿȋ ýą �όĜ ÿƟ [28] ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �Ġ �ź �ʁ �Ǝ sόįù ;í �é �όǥç �Ŭ 
όǇ ņό˂
çόī ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ÿI۔ Ȋ ç �Ŭ ό˄ű ç �όŰ ç �Ŭόʾ ûç̪Ɩ �ƄόǇà ÿȋ ņ�ύŉçόűàٓ ë �ŴόĶ êũ �Żȧ 
όǲ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ Ūόƞ ĕƽ̪ �ƍ �όĞ ðà ÿƟ ñ ;Ź �ŬόƗŪ �ύŊù ėόˁ ė �όĿ î �ϏĜ �Ġĝ ÿI۔ Ȋ

�ë �Ÿ �̦ �Ȥɋό̘ ÿ�Ŏ ņό˸íŕόƞïçόī ņό˂ ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ðà ïùà ،ÿI Ȋ ûŪ ;όŊ ïũ WŻ �όĞçόǅ �é Iʊ �όœ ʺ �όěà ë �ŴόĶ (ĕ �ȇŪόƚũʦɗ �Źόű) �ë �ŴόĶù ;í üόǚà GϜĂ�ƂUϖį à ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ
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Ǹ �ŬόƗ ;íąόĶĠȾ �ƈόȶ íùî̩ό̘ ïùà ،ņ�όŉž �ŋ ĕƽ �Ŭ ;όį Ū �ώŊ ;î �όĜù ،Ǹ �ƒ �Ʌ �Ǝόǒà üƠ �ώȚ ;î �Ŭόǒ ، �ë 
Ɋ�ώķ Ġ �źʧό˒ �ġ tƏόǒà HϜ FϝāɛUŷUόŰ ،êũ �Żȧ 
όǲ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ Ūόƞ ĕ �żɊ �ɅόƬí ņό˂
ÿI۔ Ȋ ç �ŬόƗà ;í ĕ �ż 
όǇùï Ō�όʷ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ÿƟ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ë �ŴόĶ ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň ēíîόȵ ýçόī ė �όĿ ÿI۔ Ȋ àïç̬ �όŇà ë �ŴόĶ ÿ �ŎęĎ �ŬȐ �όŇ Ūόƞ ė �ϐĿ ŏ �ɴ �όȔ ë �ŴόĶ
ñ �όǥ ÿI Ȋ �÷ �όĻù ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ÿƟ �ë 
Ɋ �ŹόʼŪόƚŪόƞ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ Ō�όʷ ïũόş ēíç �Ŭ �ų �όě ýçόī çόī ÿƛç �̦ όǔ ðà ،ë �ŴόĶ ŏ �όţç �Ŭ Wόį ðà
ą �ύĜç �όŰ ç I̫ ό̠ �èàùç ό̭ǒ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį FϜĂɛUόǥ ÿI Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç �Ŭόʾ üόŰ Ūόƞ ðęĎόī òç �όŰ ʺ �όěà ņό˂ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ ë �ŴόĶ
Ġ �ź �Ȁ ïùà ĕɯ �όȕ ÿƟ ï ;íïàٓ �ë 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ ïùà ŏ�ɳ �Ǝ qų Vόěà ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ Ęî 
όű Ġ�ź �Ǿą �όĜ ïùà �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ÿI۔ Ȋ
ç �Ŭόʾ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ ýç �̨ �όȔ ÿƟ �èàùç ό̭ǒ ïùà ،ü ٔόěç ό̭ǒ ÿƟ ũ �ŻƲ �όĜù ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ ، Ϝ ϝ Ϟĥƹ ٔϟŬϟɊϟόǒ ÿƟ ïî �όĲ ņٔύŉàî �Ŭ �ύįà ĕɯ �όȕ
ņό˂ ðà Ūόƞ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ÿƟ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ėόˁ ÿI Ȋ ēïùĠ �Ő ė �όĿ ، K Ϝ GϝĦƹU̫ Uύœ ÿȋ Ϝ ϝ ϞĀ�ƂϟȐϟˍ HόĜí Ō�όʷ ïũόş òç �όŰ Ūόƞ ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ðà �ë˄ �ŬόƗ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰

ë۔ �Ŵ̬ �̰ɵόƋ Ł �όŇçόű ÿƟ �Ġ�źƴ̪ �ƍ �όĞ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù Ęíũ �όʠžόǔ ïùà ، �÷ �ύľŏȩ �όĹ ïùà ñ tŹ �ŬόǇà �ë 
Ɋ˄ �Ŭ �όǥùŌ�όʷ ņό˂ ðà ، �èç �Ŭόǁũɟ �όȕ
ņƫ Ū �ύŊù ۔ ”small wave” ÿI Ȋ �ăƲ̨όȘ çόī “wavelet” ìęĎ̨όȖà Ęî 
όű ėʧ �όɻŌ �όʷ ÿȋ “Ondelette” �Ģ �Ȭόƙ ĕɚ �Ź̭ �όķàŕ� όŒ
ÿ �Ŏŕόƞ Ěόƞ Ūόƞ ïž 
όǲ ēũ �Ż �όǥŌ�όʷ ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň �éόǇïí ė �όĿ ëtŴI۔ όĵ ÿ �Ŏç �Ŭ �όį �ë˄̪όŦ ą �όĜŕόƞ ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň çόī ü �Ŭǆόű ë �ŴόĶ �ë �ŴόĶù ;í ĕɚ VŹ ]όěũ˅ �ώĜ ŕ� όŒ Ě ٔύōą ;όĜ ñ ;όķ
ņό˸î �Ŭ ]ύį ç̪ �όŤ ņό˂ ü �Ŭǆόű ÿŎٔž IόǶ ÿ;ŎŪ ;όŊ Ō�όʷ êũ Iʋ˿ �όŰ ĕżٔόʾ ìŏόţ ðà ïùà ÿI Ȋ ą �ύĜç �Ŭ �όį �ë˄ ό̪Ŧ ç �ŬόƗçƠ �όȚ Ūόƞ ĠŐç �Ŭόȶ ŕόƞ �í ü �όěç �όĲ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ
ÿI۔ Ȋ ą �όĜŕόƞ �ïũ �Żʥ˘ �όĜ ;í Ūόƞ (ü �Ŭǆόű) �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ʺ �όěà ÿȋ �óç̩όƬ ÿƟ �Ō�ώʷ Ġ �źǼ úĠ;ź �ūόĶŪ �όŊũ˻ �Ŭ ٔόįàŌ ;όʷ ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ Ġ �ź ٔύĿïž �ŋ ėˆ �Ŭ �όǥ ÿI۔ Ȋ ą �όĜŕόƞ
ą �όĜ ėȀũʦ �ʣό̘ ÿƟ �Ġ�ź 
Ɏ˄ �ƒ �όĞ 𝑐𝑜𝑠𝑖𝑛𝑒 ïùà 𝑠𝑖𝑛𝑒 Ō�όʷàũ �Żόǒ Ūόƞ ņό˸ î �Ŭ ]ύį ç̪ �όŤ ņό˂ (ü �Ŭǆόű) �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ĕɚόʾ ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ Ġ �ź ٔύĿïž �ŋ ēïç �Ŭȧόǔ
Ě Iɶàŕ� όŒ ýĠ;źˆ �Ŭ uųόű ĕɚ VŹ ]όěũ˅ �ώĜ ŕ� όŒ çόī �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ðà ë �Ŵ̪ Iόɾ ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ Ġ �ź ٔύĿïž �ŋ çόī �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ĕɚόʾ ÿI۔ Ȋ ą �όĜŕόƞ �êç �Ŭ sόį Ō�όʷ ïũόş ÿƟ ûŌǍ �Ŭ qų Vόěà
Ūόƞ ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ Ġ �ź ٔύĿïž �ŋ ņό˂ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ĕɚόʾ ÿI۔ Ȋ íũ �όʠžόǔ ĕɚ VŹ ]όěũ˅ �ώĜ ŕ� όŒ ç �Ŭόʾ ë �ŴόĶ (ü �Ŭǆόű) �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ėόˁ ÿI Ȋ ą �όĜŕόƞ ĠI őç �όǅ ũ �όʠ ÿI Ȋ ą �όĜŕόƞ

,28]۔ 4, 105, 31, 26] ÿI Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç I̫ ό˗ ĕȏ �όŇ ýĠ;źˆ �Ŭ uųόű Ġ�ź ٔύĿïž �ŋ çόī �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ðà
ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ;όʷ Ġ�ź ٔύĿïž �ŋ Ě ٔύōą ;όĜ ;èïç 
όű 1 .2

ÿI Ȋ ûŪ ;όŊ î �Ŭ �Ȧόǔ ʺ �όěà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ �ë �Ÿ̥ �όĹ çόī �èç �Ŭόǁũɟ �όȕ ĕɚ VŹ ]όěũ˅ �ώĜ ŕ� όŒ ņό˂ (ü �Ŭǆόű) �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ʺ �όěà ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ Ġ �ź ٔύĿïž �ŋ
ė �όĿ ،Ě Iɶą �όĜ ÿI۔ Ȋ ë �Ŵ I̫ �όœ �éόǇç �Ŭόǒ ė �όĿ Ū �όŊ ÿI Ȋ ņ�όŉž IόǶ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ÿȋ �óç̩όƬ ÿƟ �é �όĞù ĕɚ VŹ ]όěũ˅ �ώĜ ŕ� όŒ ņό˂ (ü �Ŭǆόű) �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ŕόƦà �ë˄ �ŬόƗ
ÿ �Ŏŕόƞ Ǹ �Ŭ qόįũ �Ż uų ό̪˒ Ūόƞ �èąόĶũƳ ό̥ǔ ûĠ;źˆ �Ŭ uųόű ņό˂ (ü �Ŭǆόű) �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ĕɚόʾ ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ Ġ �ź ٔύĿïž �ŋ ü �όěũƳό˭ ėόˁ ç̬ �όŇ ç �Ŭό˰ ç̬ˍ �όĜí K Ϝ GϝĦƹU U̫ύœ �é Iʊ �όœ

ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ Ę �ïàî �όĜà çόī �é �όĞç 
Ŭόʾ ûĠ;źˆ �Ŭ uųόű ņό˂ ðà Ō�όʷ ĕɚ VŹ ]όěũ˅ �ώĜ ŕ� όŒ ĕ Iʑ ʺ �όěà ÿȋà ėˆ �όĜũ �Żόʾ ÿI Ȋ ë �Ŵ I̫ �όœ êù �ïžόǔ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ
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ÿ�Ŏŕόƞ ïùí Ūόƞ ņ �ύŉàŏ �όŢ ðà ÿI۔ Ȋ ņ�όŉž IόǶ �èïùĠ �Ő ņό˂ �èąόĶũƳ ό̥ǔ ņό˂ ü �Ŭ �Ȧ �ƄɊόǒ ïùà ė �Ȣ �όĹçόű ýç̪ �όŤ ë �ŴόĶ þïą �όĜ ÿƟ ü �Ŭǆόű
ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ą �όĜàŕόƞ �öïç̥ �Ƅόǒ (WFT) ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ Ġ �ź ٔύĿïž �ŋ ù qî �όĜù ą �όĜ (STFT) ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ Ġ �ź ٔύĿïž �ŋ Ě ٔύōą ;όĜ ;èïç 
όű ، ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ
ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόǚçόŰ Ūόƞ �ë 
Ɋ�ώķ VŌ ٔόʷęĎόīŪόƚ ĕɚ VŹ ]όěũ˅ �ώĜ ŕ� όŒ Ě ٔύōą ;όĜ ņό˂ (ü �Ŭǆόű) �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ēĠ�ź 
Ɏ �Ź ;ŬόǇ Ġ�ź �Ȁ �÷ �ύľŏȩ �όĹ ņό˂ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ù qî �όĜù ʺ �όěà
ç̬ �̰ɵόƋ �ëόʿ çόű ÿȋà êç I̫ �όɸ K ϜĂ�ƂUϑǋ ç �όŰ ņ�όŉž IόǶ Ō�όʷàŌ�όʷ ÿƟ ϜĂɨϟόȕ ðà ÿƟ ü �Ŭǆόű ņٔύŉà ;ïũ �όʠ ņό˂ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ù qî �όĜù ÿI۔ Ȋ ņ�ύŉç �όŰ ņό˂ ϜĂ�ƂϟϔƗ
Ūόƞ �èąόĶũƳ ό̥ǔ ûĠ;źˆ �Ŭ uųόű ņό˂ (ü �Ŭǆόű) �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ÿƟŕόƞ ;î �Ŭ ٔύį ęĎόű Ūόƞ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ù qî �όĜù Ł �όŇçόű ÿƟ ïũɋό̘ ÿƟ �é �όĞù ÿI۔ Ȋ ç �Ŭ ό˄ű ç �όŰ
ÿI Ȋ ą �όĜž IόǶ àî �Ŭ uόį ÿȋ ė �Ǿù ņό˂ ņٔύŉà ;ïũ �όʠ Ęïŏ�Ȫόǔ ņό˂ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ù qî �όĜù ėƴŬٔɊόǒ ŏǜ �όŇ ïą �όĜ ʺ �όěà ÿI۔ Ȋ ç �Ŭ ό˄ű ç �όŰ ç �Ŭόʾ �ë �Ÿ̥ �Ƅόǒ ë �ŴόĶ êũɟόȕ
، K Ϝ GϝĦƹU̫ Uύœ ÿȋ ÿ�Ŏç �όŰ ë �ŴόĶ �èç �Ŭόǁũɟ �όȕ ĕʵ �Ŭ �ų˃ �όĜ ņό˂ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ÿI۔ Ȋ ą �ύĜ àٓ ë �ŴόĶ ü ό̪ɼ ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ÿȋ ė �Ǿù ðà ïùà

,105]۔ 4] ÿƧ ë�ύĸŕόƞ Ě Iɶàŕ� όŒ ë �Ÿ �̦ �όĹŏȩ �όĹ ņ� ύŉç �Ŭ �όǁą �ύĜï Ł �ό̰ʽ �ſƳ̥ �Ƅόǒ ÿȋ STFT Ě Iɶ

ĕ�żȧ �όĹ 𝑡 ∗ 𝑔(𝑡) ∈ 𝐿2(ℝ)� ŕόƦà ÿI Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç I̫ ό˗ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ù qî �όĜù Ūόƞ 𝑔 ∈ 𝐿2(ℝ) �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ņƫũʦƖόǔ Ġ�ź �Ȁ ʺ �όěà 1 �÷ �ύľŏȩ �όĹ
ïùà Ġ�ź �ŀ �÷ɟ �όȔ çόī ðà �ïĠ;ź �ūόĶàĠ �ź uόĿ �ë �ύĸŌ �όʷ Ě Iɶà ùí ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ �Ġ�ź 
Ɏ˄ �ƒ �όĞ ÿƟ ù qî �όĜù ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �όŰ ŕόƦ ʺ �όě ŏ�Ȫόǡ ÿȋ ē �Ġ�ź �όĿ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ

ëtŴI۔ όĵ �ŕόƞĠĝ
ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ �êç �Ŭ sόį HϜħȳUϖĹ ï �í ÿƟ 𝑔 �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ù qî �όĜù çόī Δ𝑔 ،Ġ�ź �ŀ �÷ɟ �όȔ (RMS) Ōٔόʷàũ ό˅űà �ë �ŴόĶ ;èùï ïùà 𝑡∗ �ŕόƞĠĝ 2 �÷ �ύľŏȩ �όĹ

ÿI۔ Ȋ
𝑡∗ = 1

‖𝑔‖2
2

∫
∞

−∞
𝑡|𝑔(𝑡)|2𝑑𝑡, (1.1)

ïùà
Δ𝑔 = 1

‖𝑔‖2
2

(∫
∞

−∞
(𝑡 − 𝑡∗)|𝑔(𝑡)|2𝑑𝑡)

1/2
, (1.2)

ņό˸ž۔ IόǶ 2Δ𝑔 ņٔύŉà ;ïũ �όʠ ņό˂ 𝑔 �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ù qî �όĜù ۔ �é �Ů �ύįĠ�źƪą �όĜ
�Ɓ �όŊç̨όȘ ÿƟ Δ ̂𝑔 Ġ�ź �ŀ �÷ɟ �όȔ RMS ïùà 𝜔∗ �ŕόƞĠĝ çόī ñ �όǥ ÿI Ȋ ̂𝑔(𝜔) ù qî �όĜù ĕɚ VŹ ]όěũ˅ �ώĜ ŕ� όŒ ðą �όĜ þïç̪ Iόɾ ،ìŏόţ ĕɂà

ĠȾ �ƈ �Ʌό̘ ïùà �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ù qî �όĜù ïùà ç �Ŭόʾ ðũɌɅό̘ Ūόƞ ņ �ύŉàŏ �όŢ ņό˂ ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň ÿƟ Ġ�ź ٔύĿïž �ŋ ÿ �Ŏ êũ Iʋ �Ɣ �όǥ ϜħȎ �ϟϒŇ ģ �ʂ 
όȿ K Ϝ GϝĦƹU̫Uύœ Ġ �ź tūό˯ ē ;í ۔ ÿI Ȋ
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Ūόƞ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ �ë 
όǇũ �Ż sų tόěĠ;źǼ ;í �ë �Ŵόűùçό˭ ïùà ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ Ġ �ź ٔύĿïž �ŋ Ęù ç۔ �Ŭόʾ 
ñ tŹ uόě ûç �Ŭ �όǥ çόī (STFT) ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ Ġ �ź ٔύĿïž �ŋ ÿƟ �é �όĞù
STFT FϜĂɛUόǥ ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ Ġ �ź tūό˯ ÿI۔ Ȋ ą �όĜŕόƞ ;èęĎ �όĜ �öęĎ �όŰ ÿƟ �é �όĞù Ūόƞ ĕɚ VŹ ]όěũ˅ �ώĜ ŕ� όŒ ũ �όʠ ÿI Ȋ ą �όĜŕόƞ ïç �Ŭ �όį ýàŕόƦùĠ;źˆ �Ŭ uųόű ŕόƞ ęĎόĶ
çόī �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ÿƛàù �ê �ïù HϜħȳUϖĹ ï �í ÿƟ ù qî �όĜù �ë �Ŵόűùçό˭ ėˆƼ �όĜ ÿI Ȋ ë �Ŵ I̫ �όœ Ł �ό̰ʽ ĘùęĎόȵ ÿƟ ðà ÿI Ȋ ą �ύĜç �όŰ ą �όĜç �όŰ ĕȏ �όŇ ÿȋ ýą �όĜ ÿƟ
ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ ïũ �Ż tųό˯ ،ñ ό˄ȵŌ�όʷ ÿƟ ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ Ġ �ź ٔύĿïž �ŋ ÿI۔ Ȋ ąI όĵï ŕόƞ ;î �Ŭ ٔύį ęĎόű Ł �όŇçόű Ł �όŇçόű ÿƟ �é �όĞù ũ �όʠ ÿI Ȋ ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ Ġ �ź ٔύĿïž �ŋ

ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �Ŭ �όį ë �ŴόĶ þïą �όĜ ÿƟ ýç �̦ όǔ ÿƟ ù �ŏ �όŢ ĕɚ VŹ ]όěũ˅ �ώĜ ŕ� όŒ òũɟ �ʂό̘ ʺ �όěà
ïùà ،ÿI Ȋ ņ�όŉž IόǶ ĠI őç �όǅ ÿȋ 𝐺(𝑓)(𝑠, 𝜔) ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ Ġ �ź tūό˯ ņό˂ 𝑓 �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ë �ŴόĶ (𝑠, 𝜔) �ë �ŴόĶù ;í ĕɚ �Ź �όěũ˅ �ώĜ ŕ� όŒ Ě ٔύōą ;όĜ 3 �÷ �ύľŏȩ �όĹ

ÿI Ȋ ņ�ύŉç �όŰ ņό˂ ìŏόţ ðà �÷ �ύľŏȩ �όĹ ņό˂ ðà
𝐺(𝑓)(𝑠, 𝜔) = ̂𝑓𝑔(𝑠, 𝜔) = ∫∞

−∞ 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡 − 𝑠)𝑑𝑡𝑒−𝑖𝜔𝑡 (1.3)

�ŕόƞĠĝ çόī𝑔 𝑠) 𝑠 Ġ;ź �ūόĶàĠ �ź uόĿ Ūόƞ ü ό̪ɼ Ǹ �όě ;î �Ŭ ٔύį ęĎόű ÿƟ 𝑔 ÿI۔ Ȋ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ �ë 
όǇũ �Ż sų tόěĠ;źǼ ;í �ë �Ŵόűùçό˭ 𝑔(𝑡) = 𝑒−(𝑡−𝑠)2/𝑎2 êç I̫ �όɸ
çόī ùٔęĎ �ŬȐ �όŇ ÿƟ ù qî �όĜù ņό˂ �é �όĞù ĠȾ �ƈ �Ʌό̘ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ Ġ �ź ٔύĿïž �ŋ 𝑎 Ġ;ź �ūόĶàĠ �ź uόĿ ïùà ،ÿI Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç �Ŭόʾ ûùĠ;ź Vūόʼ HϜħȳUϖĹ ï �í ÿƟ (ÿI Ȋ

[18�[ ÿI Ȋ ą �όĜŕόƞ �ë �Ÿ̥ �όĹ
𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡 (ü �Ŭǆόű) �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ Ł �όŇçόű ÿƟ𝑔(𝑡) �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ÿȋ HϜħ �ȲUϖĹ ŏόţ Ō
όʷžٔόǔ ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ Ġ �ź tūό˯ Ū �όŊ ë �Ŵ̬ˍ �όĜí ÿȋ �ă�ώİ ŕ� όŒ Ě Iɶ ŕόƦà

ÿI۔ Ȋ �ë 
Ɋ �ŹόƘũ �Żόʾ ʺ �όěà çόī
ėƪžόǔïç �όĲ ĕɂũ˅ ό̥ǔ Ū �όŊ 𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ)� �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ʺ �όěà ŕόƦà 4 �÷ �ύľŏȩ �όĹ

𝑓(𝑡) = 𝐺−1( ̂𝑓𝑔(𝑠, 𝜔)) = 1
2𝜋‖𝑔‖2

2
∫

∞

−∞
∫

∞

−∞
̂𝑓𝑔(𝑠, 𝜔)𝑔(𝑡 − 𝑠)𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔𝑑𝑡.

ü �̦ �ƄɊόǒ ēî �ύĜî �όĜàžόǡ ùí ĕȏ �όŇ ņٔόŉŪόƞ𝑐, 𝑑 ïùà𝑓, 𝑔, ℎ ∈ 𝐿2(𝑅)ë�ύĸŕόƞ �òŕ� όŒ : �èç �Ŭόǁũɟ �όȕ ņό˂ ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ;όʷ Ġ�ź tūό˯
ŏǜ �όŇ ëtŴI۔ όĵ

: �é �Ůɪ �όȕ .à
𝐺𝑔[𝑐𝑓 + 𝑑ℎ](𝑠, 𝜔) = 𝑐𝐺𝑔𝑓(𝑠, 𝜔) + 𝑑𝐺𝑔ℎ(𝑠, 𝜔).
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: ;é �Ȧ 
όǲ Ě ٔύōą ;όĜ . �è

𝐺𝑔[𝑇 𝑑𝑓](𝑠, 𝜔) = 𝐺𝑔[𝑓(𝑡 − 𝑑)](𝑠, 𝜔),

= 𝑒−𝑖𝑑𝜔𝐺𝑔𝑓(𝑠 − 𝑑, 𝜔).

: �ë 
Ɋ �ŹόƘŪ �ώŊ ;íąόĶ ü �Ŭ 
Ɋ VŹ Vόěũ �ŻɊόʾà . �è
𝐺𝑔[𝑀𝑑𝑓](𝑠, 𝜔) = 𝐺𝑔[𝑒𝑖𝑑𝜔𝑓(𝑡)](𝑠, 𝜔),

= 𝐺𝑔𝑓(𝑡)(𝑠, 𝜔 − 𝑑),

= 𝑇𝑑𝐺𝑓(𝑠, 𝜔).

: �ë 
Ɋ �Źό˯ũ �ɋ VƎόʾ . �è
𝐺𝑔𝑓(𝑠, 𝜔) = 𝐺𝑔𝑓(𝑠, −𝜔).

ûžόǡà çόī ĕ �ż �Ŷ �̦ �όĹ Ġ�ź �Ȁ 1 .3

�Ġ�ź �ūόĶù ;í ĕɚ VŹ ]όěũ˅ �ώĜ ŕ� όŒ ïùà �é �όĞù ë �ŴόĶ �é �όĞù ĕ Iʑ ʺ �όěà ũ �όʠ ÿI Ȋ ûžόǡà ĕ�ż �Ŷ �̦ �όĹ Ġ �ź �Ȁ ēíç �Ŭ �ų �όě ʺ �όěà ë �ŴόĶ ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň ÿƟ íî̥ �όĹ ņό˂ �é �όĞù
Ūόƞ ü �Ŭɞ �Ȭ �όĹ ñ �όǥ Ě Iɶ ë �ŴόĶ Ĥ �ĊęĎόȵ ĠI ő ÿI۔ Ȋ ą �όĜŕόƞ íùî̩ό̘ Ūόƞ �é �ŮόǥęĎόǚ ņό˂ ÿ �Ŏŕόƞ üόǚçόŰ �ë 
όǇŪόƚù �Ō�ώʷ ï ĕƽόȵà ë �ŴόĶ êŪ �όŊùí
Ō�όʷ ņٔύŉà ;ïũ �όʠ ņό˂ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ù qî �όĜù �ë 
όǇŪόƚù �Ō�ώʷ ï ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç �Ŭόʾ Ě �ŽƲ̭ �όķ Ō�όʷ ïũόş ÿƟ �ë 
όǇŪόƚù �Ō�ώʷ ï Ō�όʷ ïũόş ĕ Iʎ �ώœ î �όĜ ÿȋà ëtŴI όĵ Ϝ ϝā�Ƃϟ ϟ˄όű Łʶ �ώĜ í
ėˆ �Ŭ �όǥ ÿI Ȋ ĕ�ż �Ϗį í Ěόƞ �ë 
όǇŪόƚù �Ō�ώʷ ï ĕɚ VŹ ]όěũ˅ �ώĜ ŕ� όŒ �ë˄ �ŬόƗ ÿI Ȋ ĕ�ż �Ϗį í �ë 
όǇŪόƚù �Ō�ώʷ ï ĕȏ �όȅà ë �ŴόĶ �é �όĞù ù qî �όĜù ņ;όŉũȌ �όȅ ʺ �όěà ÿI۔ Ȋ ĠȾʂ VƎόǒ

�ë 
όǇũ �ŻόƗù �Ō�ώʷ ï ĕƽόȵà ņό˂ íàžόǔ ĕɚ VŹ ]όěũ˅ �ώĜ ŕ� όŒ ÿƟ (ü �Ŭǆόű) �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ Ě Iɶ ŕόƦà ĕ �żȧ �όĹ ،ÿI Ȋ ņ�ύŉç ό̬ƣí ÿ �Ŏùï �÷όƙç �̩ό̘ ù qî �όĜù ē ;Ō�όʷ ʺ �όěà
ïùà �é �όĞù ،à �î I̫ όƮ ÿI Ȋ ą �όĜž IόǶ ù �ŏ �όŢ ĕɚ VŹ ]όěũ˅ �ώĜ ŕ� όŒ Ō�όʷ ñ �όǥ çό˭ þ ;Ō�όʷ ą �όĜŕόƞ ė �όĿũȌ �̰ɵόƋ Ł �όŇçόű ÿƟ �é �όĞù ðà ë �Ŵ̪ Iόɾ Ū �όŊ ëtŴI όĵ K ϜĂ�ƂUϑǋ ç �όŰ

ÿI۔ Ȋ ņ�όŉž IόǶ �èïç �̩ �όň ė 
Ɏ �Ź̪ Iόɾ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ �ë 
Ɋ�ώķ VŌ ٔόʷęĎόīŪόƚ �é �όĞù ʺ �Ŭ sόį ņό˂ íàî̥ �όĹ
ÿI Ȋ ÿƟ 𝑑 ∈ ℝ ;é�Ů ٔύįàŪ �όŊ ùٔęĎ �ŬȐ �όŇ çόī 𝑓 ŏǜ �όŇ ،𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ) ë�ύĸŕόƞ �òŕ� όŒ 5 �÷ �ύľŏȩ �όĹ

Δ𝑑𝑓 =
∫∞
−∞(𝑡 − 𝑑)2‖𝑓(𝑡)‖2𝑑𝑡

∫∞
−∞ ‖𝑓(𝑡)‖2𝑑𝑡

(1.4)
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،ë �ŴόĶ �ë �ŴόĶù ;í ĕɚ VŹ ]όěũ˅ �ώĜ ŕ� όŒ

Δ𝑟 ̂𝑓 =
∫∞
−∞(𝑡 − 𝑑)2‖𝑓(𝑡)‖2𝑑𝑡

∫∞
−∞ ‖𝑓(𝑡)‖2𝑑𝑡

. (1.5)

�ăٔόİç �όȵ Ō�όʷ ±∞ ũ �όʠ ÿI Ȋ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ʺ �όěà ë �ŴόĶ 𝐿2(ℝ)𝑓 ë �ύĸŕόƞ �òŕ� όŒ (ûžόǡà ĕ�ż �Ŷ �̦ �όĹ Ġ�ź �Ȁ) 6 (Theorem)Ě �ύōïũ �ŻȐ �όŇ
ŏǜ �όŇ ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �όŰ ž IόǶ

Δ𝑑𝑓Δ𝑟 ̂𝑓 ≥ 1
4

,𝑑۔ 𝑟 ∈ ℝ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ñ qŹ �Ŭ ]όįàŪ �όŊ ýç̪ �όŤ
ĕɚ VŹ ]όěũ˅ �ώĜ ŕ� όŒ Ě ٔύōą ;όĜ �é �όǥ ،ë �ŴόĶ �óç �̦ όƙà þĠĄùí ç۔ �Ŭ ό˄ű ž IόǶ ë �Ŵ I̫ �όœ ą ;όĜũȌ �όȅ �é �όĞù ʺ �Ŭ sόį Δ𝑑𝑓, Δ𝑟 ̂𝑓 ėόˁ ÿI Ȋ �ăƲ̨όȘ çόī �êç �Ŭ sόį

�ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ �ë �Ŵόűùçό˭ ñ۔ ό˄ȵŌ�όʷ ÿƟ ðà ïùà ÿI Ȋ ą �όĜž IόǶ õ �ƄόǇù ë �ŴόĶ ĕɚ VŹ ]όěũ˅ �ώĜ ŕ� όŒ ė �όĿ Ū �όŊ ÿI Ȋ ą �όĜž IόǶ Ǹ �Ŭ Wόį Ł �όŇçόű ÿƟ �é �όĞù ü �ŬόǇ
ÿI۔ Ȋ ņ�ύŉç �όŰ ņό˂ üόǚçόŰ �èàùç ό̭ǒ 𝑓(𝑡) = 𝑒

−𝑡2
2𝜎2√
2𝜋𝜎 ë �ŴόĶ �èïžόǡ ņό˂

ėȀž �όǡžόǔ ÿƟ ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ;όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïùà ė �ϏĿ �ŏ �ɳ �όň �ë 
όǇŪόƚù �Ō �ώʷ ï ĕ;żƲόĶ 1 .4

úïù Ě �ύōŕ� όŒ ýçόȵ ʺ �όěà ė �όĿ ÿI۔ Ȋ ïũɟ �όȔ ŕόƞ �í ü �όěç �όĲ ïùà ç �Ŭ �όį ʺ �όěà çόī ēïũ �ŻȐ �όŇ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù (MRA) ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň �ë 
όǇŪόƚù �Ō�ώʷ ï ĕ ;żƲόĶ
ÿI۔ Ȋ ç �Ŭ ό˄ű ç �Ŭ �όį ĕƽ̪ �ƍ �όĞ GϜĂ�ƂUϖį à Ō�όʷ íç �Ŭ �ų �όě ņό˂ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ü �όěŪόƦũȌ �ύŇïàٓ ĕȏ �όŇ ņٔόŉŪόƞ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ñ �όǥ ÿI Ȋ ą �όĜŕόƞ Ě Iɶàŕ� όŒ
ÿƟŕόƞ 
ñ tŹ uόě Ō�όʷ êũ Iʋ˿ �όŰ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ Ūόƞ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ĕɚόʾ Ō�όʷ �Ġ�ź 
ǼŪόƚù �Ō�ώʷ ï �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ûç �Ŭ �όǥ çόī ;ăƲόĶ ë �ŴόĶ þïą �όĜ ÿƟ þà ïàٓ Ě �ύōà

ÿI۔ Ȋ ą �όĜçˮόƜ �ă�ώİ ŏ�Ȫ �όĹ çόī �êà
ũ �όʠ ÿI۔ Ȋ ü̪�ƍ 
Ɋόǒ Ō�όʷ {𝑉𝑗}𝑗∈ℤ �é �Ů �ύįŌ �όʷ ņό˂ ñ tŹ �ŬόǇà �éόǇ î �Ŭ �όį qî ;ŬɊ �Ź �όě ÿƟ 𝐿2(ℝ) MRA çόī 𝐿2(ℝ) 7 �÷ �ύľŏȩ �όĹ

ÿI۔ Ȋ ą �όĜŕόƞ �ëŴ̪ٔʢόȘ Ūόƞ ü �ώě �í ė �Ǿïî �Ŭόǒ

𝑉𝑗 ⊂ 𝑉𝑗+1 ∀𝑗 ∈ ℤ.

∪∞
𝑗=0𝑉𝑗 = 𝐿2(𝑅), ∩𝑗∈ℤ𝑉𝑗 = {0}.
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ėόˁ ÿI Ȋ ēïùĠ �Ő ė �όĿ ، ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ) �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ʺ �όěà ،êàٓŌ�όʷ î �ϏĜ �Ġĝ

𝑓(𝑡) ∈ 𝑉0 ⟺ 𝑓(2𝑗𝑡) ∈ 𝑉𝑗∀𝑗 ∈ ℕ, (invariance to dilation)

invariance)۔ to translation) ÿI Ȋ íç �Ŭ �ų �όě üόĶïą �όĜũȌ �ύŇïàٓ ʺ �όěà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ {𝜙(𝑡 − 𝑘) ∶ 𝑘 ∈ ℤ} 𝑉0

ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç I̫ ό˗ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ Ǹ �ŬƲ �Ŭ ό˄űà Ūόƞ 𝜙(𝑡) ∈ 𝑉0 êç I̫ �όɸ
𝐿2−𝑛𝑜𝑟𝑚{𝜙𝑗,𝑘 ∶ 𝑡 ⟶ 2𝑗𝜙(2𝑗𝑡−𝑘)}𝑘∈ℤ ĕƽ̪ �ƍ �όĞ ņό˂ �Ġ�ź 
Ɏ˄ �ƒ �όĞ ،Ō�όʷ ēŕόƦ ;í ĠI ő ņό˂𝑗 ėόˁ ÿI Ȋ ė �όĿ ė �ʁ �Ǝ Wų Vόě çόī �÷ �ύľŏȩ �όĹ ðà
üόĶç 
όű ë �ŴόĶ 𝑉1 ũ �όʠ ،ÿI Ȋ ÿȋ 𝑉0 �ſƳ̥ �όĹ çόī 𝜙 ėόˁ ç̭ �ŷ �όŰ ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �Ŭ �όį íç �Ŭ �ų �όě üόĶïą �όĜũȌ �ύŇïàٓ ʺ �όěà ņό˂ 𝑉𝑗 ęĎ �όŰ ÿȋ ÿƛàũόʠ ÿƟ

(ℎ𝑘)𝑘∈ℤ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭ ό˄ű ç �όŰ ç �Ŭόʾ ĠI őç �όǅ Ō�όʷ ïũόş ÿƟ ėȀũʦ �ʣό̘ ĕɯ �όȕ ÿƟ {𝜙1,𝑘}𝑘∈ℤ Ūόƞ 𝜙 î̥ �όĹ ÿƟ ðà ،ÿI Ȋ
∀𝑡 ∈ ℝ, 𝜙(𝑡) = ∑

𝑘∈𝑍
ℎ𝑘𝜙(2𝑡 − 𝑘).

ē �Ġ�ź �όĿ ë �ŴόĶ ŏ �όţç �Ŭ Wόį ÿƟ ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň �ë 
όǇŪόƚù �Ō�ώʷ ï ĕ ;żƲόĶ ʺ �όěà ë �Ŵ̪ Iόɾ ،ÿI Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç I̫ ό˗ ė �ŵ 
όǇï Ō�όʷ ÿ �Ŏç̪ �ƍ uόį ùí FϜĂɛUόǥ ،ûžόǡà çόī ϜĂ�Ƃ 
ϟώǇ ï ðà
ýç̪ �όŤ ėόˁ ÿI Ȋ �éɊ �ɅόƬí ė �όĿ à �î I̫ όƮ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭ �Ϗį í �è �ïç �όŰà ņό˂ ÿ �Ŏŕόƞ ïç �Ŭ �όį Ěȍ �ύŇïũ ό˻ưà ÿƟ �ë 
ɊόʾĠ;źɎ �Ź˃ �όĜï ą �όĜ �ë 
Ɋ�ώķ �ïũ �Żʥ˘ �όĜ ;í ÿȋ
ü �όěç �όĲ ÿƟ ÿ�Ŏç �Ŭ �όį Ġ�ź Iʌ �όœ Ūόƞ ĚƷόȵ ÿƟ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ŕόƞ çόĖ ;Ō�όʷ Ūόƞ ġɱόƅ ņό˂ �ë 
όǇũ �ŻόƗù �Ō�ώʷ ï Ġ �ź �ȣ �όĹ ϜĂ�Ƃϟϔʾ ïç̪ 
όƋ Ęïą �όĜùí Ūόƞ ñ qŹ �Ŭ �ų 
̭ �ŷ �όĲŪόƞ ė �ȢƳ̥ �Ƅόǒ
ą �όĜŕόƞ ýçόī Ō�όʷ ïũόş ÿƟ ü �Ŭʥ˘ �όĜ ü �όěŪόƦũȌ �ύŇïàٓ ÿƟ 𝑉𝑗 ë �ŴόĶ 𝑉𝑗+1 𝑊𝑗 ÿI Ȋ íũ �όʠžόǔ ñ tŹ �ŬόǇà ĕƽ �Ŭɞ �Ȭ �όĹ ʺ �όěà ë �ŴόĶ 𝑉𝑗+1 ą۔ �όĜž IόǶ

ĕ �żȧ �όĹ ÿI Ȋ
𝑉𝑗+1 = 𝑉𝑗 ⊕ 𝑊𝑗. (1.6)

ýç̪ �όŤ íũ �όʠžόǔ ë �ŴόĶ 𝑉𝑗 �éɅ �όň ÿƟ ýïą �όĜ �é �Ʌ �Ƒ �ųόĶ ĕɚόʾ ėόˁ ũ �όʠ ëtŴI όĵ üόĶç 
όű �Ġ�ź 
Ɏ˄ �ƒ �όĞ ýç̪ �όŤ íũ �όʠžόǔ ë �ŴόĶ 𝑉𝑗+1 ë �ŴόĶ 𝑊𝑗 ñ tŹ �ŬόǇà
ëtŴI۔ όĵ K Ϝ ϝā�ƂUʊϟύ˗ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ÿȋà ÿI Ȋ ą �ύĜç �Ŭ �όį �ĠĪ tŹ sόě ņό˂ 𝑊𝑗 ũ �όʠ ėȀũʦ �ʣό̘ çόī �Ġ�ź 
Ɏ˄ �ƒ �όĞ ëtŴI۔ όĵ ü �όěŪόƦũȌ �ύŇïàٓ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ �Ġ�ź 
Ɏ˄ �ƒ �όĞ

𝐿2(ℝ) = 𝑉𝑗0
⊕ ⊕∞

𝑗=𝑗0
𝑊𝑗 (1.7)

;é �ŮόƗŪ �ύŊù Ūόƞ𝜓 �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ÿI۔ Ȋ �ĠĪ tŹ sόě üόĶïą �όĜũȌ �ύŇïàٓ ņό˂𝑊0 {𝑡 ⟶ 𝜓(𝑡−𝑘)}𝑘∈ℤ ėόˁ ç̭ �ŷ �όŰ ÿI Ȋ íũ �όʠžόǔ𝜓 �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ʺ �όěà
{𝜓𝑗,𝑘 ∶ 𝑡 ⟶ 2𝑗/2𝜓(2𝑗𝑡−𝑘)}𝑘∈ℤ ĕƽ̪ �ƍ �όĞ ،𝑗 ∈ ℤ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ġɱόƅ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ �ë 
όǇũ �ŻόƗù �Ō�ώʷ ï ، �Ġ �ź �όĿ ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç I̫ ό˗
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،ÿI Ȋ üόĶç 
όű ë �ŴόĶ 𝑉1 𝑊0 ñ tŹ �ŬόǇà ėόˁ ÿȋ �é �Ȧ �Ƅ �Ȧόǭ ðà ،êàٓŌ�όʷ î �ϏĜ �Ġĝ ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �Ŭ �όį �ĠĪ tŹ sόě üόĶïą �όĜũȌ �ύŇïàٓ ņό˂ ñ tŹ �ŬόǇà 𝑊𝑗

:ÿI Ȋ ç �Ŭ ό˄ű ç �όŰ ç �Ŭόʾ Ě ٔύōç �όĲ �ſƳ̥ �όĹ Ō�όʷ ÿ �Ŏç̪ �ƍ uόį ùí ü �ώě �í �ìïí
∀𝑡 ∈ ℝ, 𝜓(𝑡) = ∑

𝑘∈ℤ
𝑔𝑘𝜙(2𝑡 − 𝑘) (1.8)

ü �Ŭ ό˄űà ũ �όʠ ،ÿI Ȋ ņό˂ ïąI όĵ ûç 
Ŭόǒ Ęíçόű ʺ �όěà ņό˂ ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň �ë 
όǇŪόƚù �Ō�ώʷ ï ĕ ;żƲόĶ ÿI۔ Ȋ Ō�όʷàŪ �όŊ ņό˂ íàîόȵà ĕ �Ȱ �Ƅ �Ȧόǭ (𝑔𝑘)𝑘∈ℤ êç I̫ �όɸ
�ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ çόī þïç 
όűà ą �όĜ �èç �Ŭόǁũɟ �όȕ 𝕀 êç I̫ �όɸ ، 𝜓 = 𝕀[1/2,1) − 𝕀[0,1/2) ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïùà 𝜙 = 𝕀[0, 1) �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ

Ę �ïàî �όĜà ė �όĿ ĕȏ �όŇ ņٔόŉŪόƞ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà Ūόƞ �ë 
Ɋ�ώķ �ïũ �Żʥ˘ �όĜ ;í ÿƟ ñ tŹ �ŬόǇà 𝐿2(ℝ) ĕżٔό˰ ēí ë �ŴόĶ MRA (7) ÿI۔ Ȋ
:ÿI Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç̬ ό̱ư ìŏόţ ðà Ūόƞ 𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ)) ėόˁ ÿI Ȋ ç �Ŭ ό˄ű çˮόƜ

𝑓 = ∑
𝑘∈ℤ

𝛼𝑗0,𝑘𝜙𝑗0,𝑘 +
∞

∑
𝑗=𝑗0

∑
𝑘∈ℤ

𝛽𝑗,𝑘𝜓𝑗,𝑘,

ÿ�Ŏç̪ �ƍ uόį õ �ƄόǇù ʺ �όěà ë �ŴόĶ ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň ü �Ŭǆόű �ë 
Ɋ�ώķ �ïũ �Żʥ˘ �όĜ ;í ;é �ŮόƗŪ �ύŊù 𝛽𝑗0,𝑘 = ∫ 𝑓𝜓𝑗,𝑘. ïùà 𝛼𝑗0,𝑘 = ∫ 𝑓𝜙𝑗0,𝑘 êç I̫ �όɸ
ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň çόī çء �̦ �ύĹïà ÿƟ íàžόǔ ĕɚ VŹ ]όěũ˅ �ώĜ ŕ� όŒ ņό˂ ü �Ŭǆόű Ł �όŇçόű ÿƟ �é �όĞù Ęî ٔόĜç �όĲ ēíç �Ŭ �ų �όě çόī ðà ÿI۔ Ȋ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ Ęî 
όű ûç̪Ɩ �ƄόǇà Ō�όʷ
ĕ �ɉą �ύĜï ÿI۔ Ȋ êù �ïžόǔ Ęíą �ύĜ �ï ÿȋ �Ġĝïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ Ġ �ź ٔύĿïž �ŋ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň ÿƟ �Ōƾ �Ŭǆόű ēĠ�ź 
Ɏ �Ź ;ŬόǇ Ġ�ź �Ȁ ė �όĿ ϜĂ�ƂϟϔƗ ðà ÿI۔ Ȋ ą �όĜŕόƞ
ʺ �όěà �é �όĞù Ō�όʷ Ęíą �ύĜ �ï ë �ŴόĶ ñ �όǥ ،ÿI Ȋ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ õ �Ϗĺ Ġĝ ü �Ŭ tų ό̪Ƌ ʺ �όěà çόī 𝐿2(ℝ) ñ tŹ �ŬόǇà ;èĠ�źƴI όĵ 𝜓 ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ʺ �όěà ،ë �ŴόĶ
ÿƟ ÿƛàٓ ÿƟ �ë 
ɊόʾĠ;źɎ �Ź˃ �όĜï ïùà ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň Ō�όʷ ÿ �Ŏç̪ �ƍ uόį Ġ �ź 
ūόʼ Ġ
źόˁà Ūόƞ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ðà ÿI۔ Ȋ ą �όĜž IόǶ Ģόƅùà ŏ�Ȫόǡ ïùà ç �̦ �ύĹïà ĕƽ �όȵùí
ëtŴI۔ όĵ ϜĂٔƂϟϔ˰ ϜĂ�Ƃϟϔʾ üόŰ ü ٔόěç ό̭ǒ ÿȋ �é Iʊ �όœ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïùà ÿI Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç �Ŭόʾ �é �Ʌ �Ƒ �ųόĶ Ō�όʷ ïũόş

:ÿI Ȋ ą �όĜŕόƞ àïŪ �όŊ Ūόƞ óĠ 
Ą ûũ �Ż �όĞ ü �όěç �όĲ ü �ώě �í �ìïí ë �ŴόĶ �ë �ŴόĶù ;í ĕɚ VŹ ]όěũ˅ �ώĜ ŕ� όŒ ė �όĿ ŕόƦà ÿI Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç I̫ ό˗ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù Ūόƞ 𝜓 �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ðà
∫

ℝ+

| ̂𝜓(𝜔)|2
|𝜔| 𝑑𝜔 = ∫

ℝ−

| ̂𝜓(𝜔)|2
|𝜔| 𝑑𝜔 < +∞

ŏ�Ȫόǡ ë �ŴόĶ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ėόˁ ÿI Ȋ ą �ύĜç �όŰ �öŏόţ ņό˂ �ăόƗçόŰ ðà ė �όĿ ÿI۔ Ȋ ą �όĜŕόƞ ĠI őç �όǅ Ūόƞ ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ Ġ �ź ٔύĿïž �ŋ ņό˂ 𝜓 ̂𝜓 ėόˁ ë�ύĸŕόƞ ;èŪ �όŊ
:ÿI Ȋ ûŌǍ �Ŭ qų Vόěà

∫
𝑅

𝜓(𝑡)𝑑𝑡 = 0.
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:ŕόƦà ÿI Ȋ ą �όĜŕόƞ Ě �ŽƲ̭ �όķ ėʁɵόƯ ŏ�Ȫόǡ 𝑘 𝜓 ، �Ġ �ź �όĿ ÿI۔ Ȋ ąI όĵï ž IόǶ Ě �Ž �όǥ ėʁɵόƯ ŏ�Ȫόǡ ðą �όĜ ÿƟ 𝜓 ėόˁ ÿI Ȋ ç �ŬƲƠ �όȚ ė �ʁ �Ǝ Wų Vόě ė �όĿ ÿȋ óĠ 
Ą ðà
∫

𝑅
𝑡𝑘𝜓(𝑡)𝑑𝑡 = 0., 𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒𝑘 = 0, 1, … 𝑘

:ÿI Ȋ ĕƽ̪ �ƍ �όĞ ñ˄ �ώĜ qî �όĜà ü �ύě ;í ʺ �όěà ņό˂ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ÿƛàù ÿ�Ŏž IόǶ àî �Ŭ uόį ÿȋ �ë 
Ɋ �ŹƱ ٔόĜà ;íïùà �ë 
Ɋ �ŹƱ̭ �όķàŌ ;όʷ ÿƟ 𝜓 8 �÷ �ύľŏȩ �όĹ
𝜓𝑎,𝑏(𝑡) = 1

√|𝑎|
𝜓 (𝑡 − 𝑏

𝑏 ) , 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, 𝑎 ≠ 0. (1.9)

:ÿI Ȋ ç �Ŭ ό˄ű ç �όŰ ç̬ ό̱ư ìŏόţ ðà Ūόƞ 𝑓 ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ṷ̈Ʋ ό̭ǒ ņό˂ (ü �Ŭǆόű) �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ 9 �÷ �ύľŏȩ �όĹ
ℭ𝜓(𝑎, 𝑏) = 1

√|𝑎|
∫

∞

−∞
𝑓(𝑡)𝜓 (𝑡 − 𝑏

𝑎 )𝑑𝑡. (1.10)

ĕ�ż �όĞù ʺ �όěà ‵𝑏" ،ÿI Ȋ ą �όĜŕόƞ ņό˸ î �Ŭ ]ύį ç̪ �όŤ ņό˂ ðũ˅ ό̥ǔ ÿƟ ĕɚ VŹ ]όěũ˅ �ώĜ ŕ� όŒ ü �Ŭǆόű ïùà ÿI Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç I̫ ό˗ Ġ;źˆ �Ŭ �όĞ ü �Ŭ ό˄űà Ūόƞ ‶𝑎" êç I̫ �όɸ
Ł �όŇçόű ÿƟ ;èïũ �ŻόǇ ;ă˄ �Ŭ uų̪ό˒ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïîόĶ ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç I̫ ό˗ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïîόĶ Ūόƞ 𝜙 �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ïùà ÿI Ȋ ìęĎ̨όȖà ņό˂ �ë 
Ɋ �ŹƱ̭ �όķŌ ;όʷ

;é �ŮόƗŪ �ύŊù ;ă�ώİ Ō όyű ;í ÿƟ ŕόƞ VŌ ٔόʷç ;Ŭ �Ϗį Ōʸόű ;í Ūόƞ𝑏ïùà𝑎 �ïĠ;ź �ūόĶàĠ �ź uόĿ ë �ŴόĶ ÿƛžόǔïç �όĲ Ϝ Gϝ Ϟĥƹϟ U̬̰ Gόň ïùà ÿI۔ Ȋ ą �όĜž IόǶ ü �Ŭ tų 
̭ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ïùà ṷ̈Ʋ ό̭ǒ
𝑗 ∈ ℕ ïùà 𝑎0 > 1 êç I̫ �όɸ 𝑎 = 𝑎𝑗

0 ë�ύĸŕόƞ۔ �òŕ� όŒ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ðà ۔ ÿI Ȋ �ë˄̪όŦ ĕȏ �όŇ ą �όĜŕόƞ �éόǥç �όǚù ņό˂ ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ
ïũ �ȴ Ō�όʷ ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ú ;î �Ŭ ٔύįà ;í íç I̫ �όœ ýą �όĜ ÿI۔ Ȋ .𝑏0 > 0 ïùà 𝑘 ∈ ℕ êç I̫ �όɸ 𝑏 = 𝑘𝑏0𝑎𝑗

0, ë�ύĸŕόƞ �òŕ� όŒ ïùà
�ìïí ÿƟ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ũ �όʠ ،ÿI Ȋ 𝑏0 = 1 ïùà 𝑎0 = 2 êç I̫ �όɸ ÿI Ȋ ü 
ύěç̪όŦ ÿȋ ϜħƹϟϕĶ ç̥όǔ ðà ũ �όʠ ÿI Ȋ ýçόȵ �é Iʊ �όœ ą �όĜŕόƞ

ÿI۔ Ȋ ç �Ŭ �Ϗį í �é �Ů �ύįŌ �όʷ Ūόƞ ĕƽ̪ �ƍ �όĞ ü �ώě �í
𝜓𝑗,𝑘 = 2−𝑗/2𝜓 (2−𝑗𝑡 − 𝑘)

ïùà ÿI Ȋ Ěȍ �ύŇŕόƦęč 2 ñ tŹ sόě çόī íàî̥ �όĹ ņό˂ ñ qŹ �Ŭ ]όįàŪ �όŊ ÿƛàù ÿ�Ŏç �Ŭ �όį ü �Ŭǆόű 𝑛 êç I̫ �όɸ 𝑗 = 1, 2, … 𝑛. ë �ŴόĶ ϜħƹϟϕĶ ç̥όǔ ðà ۔
�ſƳ̥ �όĹ ÿȋ 𝐿2(ℝ) żȧ�ĕ۔ �όĹ ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �Ŭ �ώį �ĠĪ tŹ sόě üόĶïą �όĜũȌ �ύŇïàٓ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 𝐿2(ℝ){𝜓𝑗,𝑘(𝑡)} ÿI۔ Ȋ 𝑘 = 1, 2 … 2𝑗−1
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:ÿI Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç̬ ό̱ư ìŏόţ ðà 𝑓 �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ĕȏ �όŇ ņٔόŉŪόƞ ęčàù Ϝ ϝā�ƂϟȐϟϏƣ ï
𝑓(𝑡) = ∑

𝑗,𝑘
𝑎𝑗,𝑘𝜓𝑗,𝑘(𝑡).

۔ 𝑎𝑗𝑘 = ⟨𝑓, 𝜓𝑗,𝑘⟩ êç I̫ �όɸ
:ÿI Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç̬ ό̱ư ìŏόţ ðà ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ;ă�ώİ Ō όyű ;í ú ;î �Ŭ ٔύįà ;í 10 �÷ �ύľŏȩ �όĹ
𝐶𝑗,𝑘 = 2−𝑗/2 ∫

∞

−∞
𝑓(𝑡)𝜓 (2−𝑗𝑡 − 𝑘) 𝑑𝑡 (1.11)

ṷ̈Ʋ ό̭ǒ ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ;ă�ώİ Ō όyű ;í ÿI۔ Ȋ ė �Ȣ �όĻù çόī �é �όĞù 𝑘 ïùà ÿI Ȋ (ė �όĿç̪ �ƍ uόį ą �όĜ) ġɱόƅ ņό˂ �ë 
Ɋ�ώķ �ïũ �Żʥ˘ �όĜ ;í 𝑗 êç I̫ �όɸ
ņό˂ �ë 
ɊόʾĠ;źɎ �Ź˃ �όĜï �éόǇïí ņό˂ ü �Ŭǆόű ņٔύŉàî �Ŭ �ύįà HϜħȳUϖĹ ï �í ÿƟ ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ ðïŪ �όŊà ĕȏ �όŇ �èà ėˆ �Ŭ �όǥ ÿI Ȋ �Ġ�ź �όĿ Ęíą �ύĜ �ï ÿȋ �ê 
ïïù

ÿI۔ Ȋ ç �Ŭ �Ϗį í �è �ïç �όŰà
ÿI۔ Ȋ ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ðïŪ �όŊà 11 �÷ �ύľŏȩ �όĹ

𝑓(𝑡) = 1
𝐶𝜓

∫
∞

−∞
∫

∞

−∞
ℭ𝜓(𝑎, 𝑏)𝜓𝑎,𝑏(𝑡)

𝑑𝑎𝑑𝑏
𝑎2 . (1.12)

êç I̫ �όɸ
𝐶𝜓 = ∫

∞

0

| ̂𝜓(𝜔)|2
|𝜔| 𝑑𝜔.

: �èç �Ŭόǁũɟ �όȕ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ;όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù
:ŏǜ �όŇ ÿI۔ Ȋ .𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐿2(ℝ) ïùà ëtŴI όĵ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù 𝜓2 ïùà 𝜓1 ėόˁ ë�ύĸŕόƞ �òŕ� όŒ

:ņ;ύŉĠ�ź Vū ]όěęč .à
ℭ𝜓(𝑎, 𝑏)[𝛼1𝑓1(𝑡) + 𝛼2𝑓2(𝑡)] = 𝛼1ℭ𝜓(𝑎, 𝑏)[𝑓1(𝑡)] + 𝛼2ℭ𝜓(𝑎, 𝑏)[𝑓2(𝑡)]

𝛼1, 𝛼2 ∈ ℝ. êç I̫ �όɸ
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: ;é �Ȧ 
όǲ Ě ٔύōą ;όĜ . �è

ℭ𝜓(𝑎, 𝑏)(𝑇𝛽𝑓(𝑡)) = ℭ𝜓(𝑎, 𝑏 − 𝛽)𝑓(𝑡),

𝑇𝛽𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡 − 𝑐). : �÷ �ύľŏȩ �όĹ ņό˂ ñ �όǥÿI ȊĠ;ź �ϏĿ Ō�όʷàٓ �ë 
Ɋ �ŹƱ̭ �όķŌ ;όʷ 𝑇𝛽 êç I̫ �όɸ
: �ë 
Ɋ �ŹƱ ٔόĜà ;í . �è

ℭ𝜓(𝑎, 𝑏)(𝐷𝑑𝑓(𝑡)) = 1√
𝑑

ℭ𝜓 (𝑎
𝑑, 𝑏

𝑑) , 𝑑 > 0,

𝐷𝑐𝑓(𝑡) = 1
𝑑𝑓( 𝑡

𝑑), 𝑑 > 0. : �÷ �ύľŏȩ �όĹ ņό˂ ñ �όǥÿI ȊĠ;ź �ϏĿ Ō�όʷàٓ �ë 
Ɋ �ŹƱ ٔόĜà ;í 𝐷𝑑 êç I̫ �όɸ
:ēĠ;źʧόƋ . �è

ℭ𝜓(𝑎, 𝑏)𝑓(𝑡) = ℭ𝜓(1
𝑎, −𝑏

𝑎 ), 𝑎 ≠ 0.

:ĕ;ż �Ϗį Ġ�ź uόĿ . ;è
𝐶𝑃𝜓(𝑎, 𝑏)𝑝𝑓(𝑡) = ℭ(𝑎, −𝑏)𝑓(𝑡),

𝑃𝑓(𝑡) = 𝑓(−𝑡). : �÷ �ύľŏȩ �όĹ ņό˂ ñ �όǥÿI ȊĠ;ź �ϏĿ Ō�όʷàٓ ĕ ;ż �Ϗį Ġ �ź uόĿ 𝑃 êç I̫ �όɸ
ņ;ύŉĠ�ź Vū ]όěęč ĕ ;ż �ų �όěà . 
è

ℭ(𝛼1𝜓+𝛼2𝜙)(𝑎, 𝑏)𝑓(𝑡) = 𝛼1ℭ𝜓(𝑎, 𝑏)𝑓(𝑡) + 𝛼2ℭ𝜙(𝑎, 𝑏)𝑓(𝑡).

ℭ𝑇𝛽𝜓(𝑎, 𝑏)𝑓(𝑡) = ℭ𝜓(𝑎, 𝑏 + 𝛽𝑎)𝑓(𝑡). . �ì
ℭ𝐷𝑑𝜓(𝑎, 𝑏)𝑓(𝑡) = 1√

𝑑ℭ𝜓(𝑎𝑑, 𝑏)𝑓(𝑡), 𝑑 > 0. . �ì
ë۔ �ŴόƘç 
Ŭόǒ Ł �ό̰ʽ ņό˂ ñ ;Ź �ŬόƗŪ �ύŊù 1 .5

،Ġźٔ �ūόĶ ، ;é �ŮόƗïžόǔ ،ïąI όĵ ، �Ġ �ź �ʁ �Ǝ sόįù ;í ĕƽ̪ �ƍ �όĞ ÿƛàù ÿ�Ŏž IόǶ ûç̪Ɩ �ƄόǇà Ęíą �ύĜ �ï ÿȋ �éόǇ ïùà ïũ Iʋ 
ʄόǒ ÿȋ �éόǇ ÿƟ ñ ;Ź �ŬόƗŪ �ύŊù
ûç �Ŭ �όǥ ėƪíç �Ŭ �όį Ō�όʷ �èç �Ŭόǁũɟ �όȕ Ł �ό̰ʽ ņό˂ êŪ �όŊàî �όĜç �όŰ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �êà Ě Iɶ êç I̫ �όœ ëtŴI۔ όĵ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ÿƟ ñ ;Ź �ŬƲ �όĲŪόƞ ïùà ñ ;Ź �ŬƲ̪όƋ

ÿI۔ Ȋ ĕ�ż ό˄ű üόĶ ë �ŴόĶ [52, 74, 28] ü �Ŭɞ �Ȭ �όĹ õόǔç �όŰ ë �ŴόĶ þïą �όĜ ÿƟ ñ ;Ź �ŬόƗŪ �ύŊù ýçόȵ Ł �ό̰ʽ ëtŴI۔ όĵ ÿ �Ŏŕόƞ



12 �öïç̥ �όĹ .1 �èą �όĜ

�ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �èïũɟ �όȔũ �όʠ ņٔύŉç I̫ �Ɣ Vόįà ÿ �Ŏ êũ Iʋ �όœà ėόˁ ÿI Ȋ üόǚçόŰ �ïà �ŏόȼà ė �όĿ Ūόƞ �Ġ �ź �ʁ �Ǝ sόįù ;í ēà۔ : ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �Ġ�ź �ʁ �Ǝ sόįù ;í .à
ïùà ṷ̈Ʋ ό̭ǒ ĕƽ̪ �ƍ �όĞ �Ġ �ź �ʁ �Ǝ sόįù ;í ÿƟ ñ ;Ź �ŬόƗŪ �ύŊù ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ �ë �όĸ íç �Ŭ �ų �όě Ǹ �ŬόǇ çόī �Ġ�ź 
Ɏ �Źόʼ ĕƽ �Ŭ tώį à ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �ìàٓ ũ �όʠ ç �Ŭόʾ �ſ �ŻƲ �̩ �όň
ïùà ü �Ŭǆόű Ō�όʷ ïũόş òç �όŰ ñ ;ŹόƘŪ �ύŊù ė �όĿ ÿI۔ Ȋ üόǚçόŰ ;èïũ �ŻόǇ ;ă˄ �Ŭ uų ό̪˒ ë �Ŵ I̫ �όœà ïùà ،ëtŴI όĵ ÿ �Ŏž IόǶ ü �Ŭ tų 
̭ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í
Ō�όʷ êũɋɱόƅ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ �ë 
όǇŪόƚù �Ō�ώʷ ï ïùà ëtŴI όĵ ÿ �Ŏž IόǶ ûç̪Ɩ �ƄόǇà Ō�όʷ ïũόş ÿƟ �Ġ�ź 
Ɏ˄ �ƒ �όĞ ēíç �Ŭ �ų �όě ë �ŴόĶ Ǹ �ŬɊ �ŹόűùŌ�όʷ �ġ tƏόǒà
ĕ �Ȱ �ώĹ ŏȩ �όĹ �öĠŐ ،ņ�όŉž IόǶ ë �Ŵ I̫ �όœ üƠ 
όȜ ņ�ύŉ ą �ϏĜ �ŏ �ɳ �όň î �Ŭ �όį ë �ŴόĶ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �Ġ �ź �ʁ �Ǝ sόįù ;í ëtŴI۔ όĵ ÿ �Ŏç �Ŭ �όį �ë˄̪όŦ ą �όĜŕόƞ ņό˸ î �Ŭ ]ύį ç̪ �όŤ ņό˂ �Ġ�ź 
Ɏ˄ �ƒ �όĞ

�ë �ŴόĶù ;í ;ă˄ �Ŭ uų̪ό˒ çόī �÷ �ύľŏȩ �όĹ ņό˂ 𝜙 �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ Ǹ �ŬƲ �Ŭ ό˄űà ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �Ġ �ź �ʁ �Ǝ sόįù ;í ëtŴI۔ όĵ ÿ �Ŏž IόǶ ýũƳ̥όǔ ñ qŹ �Ŭ �ų 
̭ �ŷ �όĲŪόƞ Ō�όʷ �èçƠ �όȚ
ÿI Ȋ �ë �ŴόĶù ;í ;ă˄ �Ŭ uų̪ό˒ çόī 𝜓 �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ė �ȢƳ̥ �Ƅόǒ ėˆ �Ŭ �όǥ ÿI Ȋ ŏ�Ȫόǡ ĠI őą �όĜ ÿȋ �ë �ŴόĶù ;í 𝜙 ĕ�żȧ �όĹ ,0]۔ 2𝑁 − 1] ÿI Ȋ

;é �ŮόƗŪ �ύŊù �Ġ �ź �ʁ �Ǝ sόįù ;í 2𝑁 ïùà ÿI Ȋ ą �όĜŕόƞ ĠI őç �όǅ Ūόƞ íàî̥ �όĹ ņό˂ �èç̩ɵόƯ ÿƛàù ÿ�Ŏž IόǶ �ăٔόİç �όȵ 𝑁 êç I̫ �όɸ [1 − 𝑁, 𝑁]�

çόī ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �Ġ �ź �ʁ �Ǝ sόįù ;í Ūόƞ 𝐷𝑏2𝑁 ą �όĜ 𝐷2𝑁 þïç 
όűà ùí ÿI۔ Ȋíàî̥ �όĹ ņό˂ ñ qŹ �Ŭ �ų 
̭ �ŷ �όĲŪόƞ Ġ;źƴ �όĲ �Ġ �ź �ʁ �Ǝ sόįù ;í ą �όĜ ÿI۔ Ȋ ï ;íïàٓ çόī
ïąI όĵ ėόˁ ũ �όʠ ،𝑁 = 1 ÿŎٔàžόǲ ëtŴI όĵ ë �Ŵ I̫ �όœ ʺ �ώě Ġ;ź �ū̪ �ƍόǇ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ė �όĿ ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç �Ŭόʾ ûç̪Ɩ �ƄόǇà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ HϜĂ�ƂUϖį í ėƪàũόʠ
ÿƟ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �Ġ �ź �ʁ �Ǝ sόįù ;í î �ƒ �όǥ K Ϝ GϝĦƹU U̫ύœ ÿI۔ Ȋ ĕ�żόǉ ;Ō�όʷ Ł �όŇçόű ÿƟ ïî �όĲ ņό˂ 𝑁 ēïàũʦ Iόɾ ņό˂ ñ ;Ź �ŬόƗŪ �ύŊù �êà ÿI۔ Ȋ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù

ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ą �όĜç ό̬ƣí ë �ŴόĶ üƠ 
όȜ ņό˂ HϜ ϝĦ �U̸Ǝ �ϟϓį Ūόƞ ñ ;Ź �ŬόƗŪ �ύŊù ÿƟ êąόĶ ïùà îόƘàù
ýç̪ �όŤ ŌǍ �ώĜ í ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ÿI۔ Ȋ Ěǩ �όĞ �êçόűàٓ ÿȋ �éόǇ ņό˂ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ : ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ . �è
ʺ �όěà ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ،ë �ŴόĶ üƠ 
όȜ ;ă�ώİ Ō όyű ;í ÿI۔ Ȋ ą �όĜŕόƞ ýçόī Ō�όʷ ïũόş ÿƟ �ăٔόİą ;όĜ Ū ;όŊùŌ�όʷ ÿƟ �Ġĝïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù
ĕ �ż �ύįà Ūόƞ ü �Ŭǆόű ;ă�ώİ Ō όyű ;í ʺ �όěà ė �όĿ ëtŴI۔ όĵ K Ϝ ϝā�ƂUʊϟύ˗ ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ FϜĂɛUόǥ ëtŴI όĵ �ſƳ̥ �Ƅόǒ ÿȋ �ë 
Ɋ�ώķ Ō�όʷàٓ ņ� ύŉ ç �Ŭ �όǁą �ύĜï
ïùà ، �Ġ �ź �όĿ Ō�όʷ ïũόş ü �Ŭ 
Ɋ �Ź ;όěũ �Ż uų ό̪˒ ، �êçόűàٓ Ō�όʷ ïũόş ņ�ύŉàïũɟ �όȔ ė �όĿ ÿI۔ Ȋ ą �όĜŕόƞ ü �ŬƲ̩ �όň ë �ŴόĶ �Ōƾ �Ŭǆόű ĕƽ tϏĜ �í ÿƟ ņٔύŉç �ŬʥόƯ �÷ɟ �όȔ
ÿI۔ Ȋ ęčàù Ϝ ϝā�Ƃ qϟųϟϏƘ à üƠόƜą �όĜ Ġ �ź �ȣ �όĹ ÿƟ �èàŌ
όʷà ÿƟ þïç �Ŭόʾ ė �όĿ ėόˁ ÿI Ȋ ė �όĿ Ęî ٔόĜç �όĲ ïùà ʺ �όěà ÿI۔ Ȋ Ō
όʷžόǔ Ūόƞ ēïũʦ �ƍόǒ
𝐿2(ℝ) − ïùà ،ĕ;żόƗą �όĜŪόƦũȌ �ύŇïàٓ ، ;èïũ �ŻόǇ ;ă˄ �Ŭ uųόĶŪόƞ HϜ FϝāɛUŷUόŰ ëtŴI όĵ �èç �Ŭόǁũɟ �όȕ ņ�ύŉç �Ŭ �όǁą �ύĜï Ł �ό̰ʽ ë �ŴόĶ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ

�ë 
Ɋ �ŹƱ ٔόĜà ;íïùà �ë 
Ɋ �ŹƱ̭ �όķŌ ;όʷ ÿƟ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïíąόĶ ïùà �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ Ǹ �ŬƲ �Ŭ ό˄űà �ĠĪ tŹ sόě ÿI۔ Ȋ ą �όĜŕόƞ ü �Ŭ˄ 
̭ �όķ ņό˂ �ĠĪ tŹ sόě ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒.

ą �όĜŕόƞ Ě �ŽƲ̭ �όķ Ūόƞ Ϝ ϝĦ ϟ̸ɵϟϔƯ ÿƛàù ÿ�Ŏž IόǶ Ě �Ž �όǥ ŏ�Ȫόǡ ũ �όʠ ،ÿI Ȋ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �Ġ �ź �ʁ �Ǝ sόįù ;í çόī ï ;íïàٓ 1 ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ëtŴI۔ όĵ Ϝ Fϝā�Ƃ VϟųUϑě ÿȋ
ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ą �όĜç ό̬ƣí ë �ŴόĶ Ō�ύʷ ũɟ �όȔ �öàŕόƦ çόī ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïíąόĶ ïùà �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ Ǹ �ŬƲ �Ŭ ό˄űà ÿI۔ Ȋ ņ;όŉũ �Ż �ų �Ŭ qų �Ŭ ό˄ű ;í ë �ŴόĶ ðà ïùà ÿI Ȋ
êũƳƠ 
όȜ êŪ �όŊùí ñ˄ �ŬƲ �Ŭʥόƣ ïùà ĕ �Ȱ �Ƅ �Ȧόǭ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïíąόĶ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ĕƽ̪ �ƍ �όĞ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ;é �ŮόƗïžόǔ : ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ;é �ŮόƗïžόǔ . �è
ēíç �Ŭ �ų �όě ũ �όʠ ÿI Ȋ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ;é �ŮόƗïžόǔ ñ˄ �ŬƲ �Ŭʥόƣ ęčàù ÿ�Ŏž IόǶ ûç̪Ɩ �ƄόǇà Ęíą �ύĜ �ï ÿȋ �éόǇ ë �ŴόĶ �êà ÿI۔ Ȋ íũ �όʠžόǔ ë �ŴόĶ
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:ÿI Ȋ �èïç �Ŭόȶ ņ�ύŉç �Ŭ �όǁą �ύĜï ϜĂٔƂϟϔƗ ÿƟ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ;é �ŮόƗïžόǔ ñ˄ �ŬƲ �Ŭʥόƣ ÿI۔ Ȋ �ë �Ŵόűùçό˭ qî ;Ŭ �ųόƘŪ �ώŊ ;íąόĶ ʺ �όěà Ō�όʷ ïũόş
𝜓𝑀(𝑡) = 𝑒𝑖𝜔0𝑡𝑒

−𝑡2
2𝜎2

0 + 𝜖(𝑡).

ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ Ġ �ź ٔύĿïž �ŋ çόī 𝜓𝑀(𝑡) ïùà
̂𝜓𝑀(𝑡) = 𝜎0𝑒 [(𝜔−𝜔0)𝜎0]2

2 + ̂𝜖(𝑡)

�êç �Ŭ sόį Ō�ύʷùà ÿI۔ Ȋ ą �όĜŕόƞ ĠI őç �όǅ Ūόƞ ņٔύŉà ;ïũ �όʠ ņό˂ �ë �Ŵόűùçό˭𝜎0 ïùà ÿI Ȋ ą �όĜŕόƞ ņό˸ î �Ŭ ]ύį ç̪ �όŤ ņό˂ ĕɚ VŹ ]όěũ˅ �ώĜ ŕ� όŒ �ë 
Ɋ �ŹόƘŪ �ώŊ ;íąόĶ𝜔0 ،êç I̫ �όɸ
ìęĎ̨όȖà ĕ �Ņç �όǚà ʺ �όěà ϜĂ�ƂϟϔƗ ðà ņ�ύŉŕόƞ ë �Ŵ I̫ �όœ àïŪ �όŊ Ūόƞ óĠ 
Ą ûũ �Ż �όĞ ü �όěç �όĲ ìęĎ̨όȖà ĕƽ I̫ �όœ ë �ŴόĶ 𝜓𝑀(𝑡) �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ Ęíŕόƞ
Ěǩ �όĞ �ë �Ŵόűùçό˭ ũ �όʠ ،ìęĎ̨όȖà ĕ �Ņç �όǚà ė �όĿ ، ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ (𝜔0 > 5 ĕ�żȧ �όĹ) 𝜔0 þ ;Ō�όʷ Ě Iɶą �όĜ ÿI۔ Ȋ ĕżٔό˰ ņό˂ üόĶç 
όű 𝜖(𝑡)

ç �όŰ ç �Ŭόʾ �ïàî �όĜà ŏ �ɴ �όȔ ÿȋà ϜĂ�ƂϟϔƗ ðà ïùà (Ěόƞ ÿȋ 10−5) ÿI Ȋ Ō�όʷàŌ�όʷ ÿƟ ÿ�Ŏž IόǶ ė �όĿ Ō�όʷ ïũόş ēíîόȵ ،ÿI Ȋ ĕȏ �όŇ ņό˂
ë �ŴόĶ ðà ïùà ÿI Ȋ ë �Ŵ I̫ �όœ ü �όěŪόƦũȌ �ύŇïàٓ ĕƽ̪ �ƍ �όĞ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ;é �ŮόƗïžόǔ ،ñ ό˄ȵŌ�όʷ ÿƟ ĕƽ̪ �ƍ �όĞ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭ ό˄ű
Ǹ �Ŭ Wόį ʺ �όěà íŕόƦ íïà ÿƟ àî �Ŭόǒ ņٔύŉą �όĜàŪ �όŊ Ęíą �ύĜ �ï ÿȋ Ęíą �ύĜ �ï ņό˂ �êà ،ĘùęĎόȵ ÿƟ ðà ÿI۔ Ȋ ë �Ŵ I̫ �όœ ;èïũ �ŻόǇ ;ă˄ �Ŭ uų̪ό˒
çόī �êà ïùà ëtŴI όĵ �é �ŮόȶŪ �όŊ ņό˂ ĕǌ �Ŭ Iόǋàٓ Ě Iɶ ņό˂ �êà �èç �Ŭόǁũɟ �όȕ êą �όĜç̪ �όŤ ùí ņό˂ ñ ;Ź �ŬόƗŪ �ύŊù ;é �ŮόƗïžόǔ .ÿI Ȋ ïî �όĜà ÿƟ qî �Ŭ tų sόě
ņ� ύŉ ç �ŬόƗũόʠąόĶ ïùà ،ģ �ƈ �Ʌ 
ɔ �όķ ņό˂ ;ăόƗç �όĲ üƠ �Ɖ �ų �Ŭ ό˄Ķ ،ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň ü �Ŭǆόű ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ė �όĿ ÿI۔ Ȋ �èïç �Ŭόȶ ņ�ύŉç �Ŭ �όǁą �ύĜï ġ �όɃàù î �Ŭ �όį ʺ �όěà

ÿI۔ Ȋ ą �όĜž IόǶ ûç̪Ɩ �ƄόǇà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�ŎçˮόƜ ė �ŵ �όį çόī êŪ �όŊũʦ �όŤ
ðà ç̬۔ �όŇ ą �όĜàŕόƞ �öïç̥ �Ƅόǒ ÿ�Ŏ Ġźٔ �ūόĶ �êàí ĕ �ɉą �ύĜï ĕɚ �Ź̭ �όķàŕ� όŒ ʺ �όěà K Ϝ GϝĦƹU̫Uύœ ÿȋ �éόǇ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ė �όĿ : ;é �ŮόƗŪ �ύŊù Ġٔź �ūόĶ . �è
ü �Ŭ tų 
̭ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í Ō�όʷ ïũόş íùî̩ό̘ ęč ïùà ،ņό˂ ïç �Ŭ �όį ĕƽ̪ �ƍ �όĞ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ü �όěŪόƦũȌ �ύŇïàٓ ʺ �όěà Ł �όŇçόű ÿƟ ;èïũ �ŻόǇ íùî̩ό̘ęč ÿ�Ŏ

: �èïç �Ŭόȶ î �Ŭ �όį ÿƟ 𝑀(𝜔) �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ Ǹ �ŬƲ �Ŭ ό˄űà Ġźٔ �ūόĶ ë �ŴόĶ �ë �ŴόĶù ;í Ġ �ź ٔύĿïž �ŋ ÿI۔ Ȋ

𝑀̂(𝜔) =

⎧{{{
⎨{{{⎩

1√
2𝜋 𝑖𝑓 |𝜔| ≤ 2𝜋

3 ,
1√
2𝜋𝑐𝑜𝑠(𝜋

2 𝜈(2|𝜔|
2𝜋 − 1)) 𝑖𝑓 2𝜋

3 ≤ |𝜔| ≤ 4𝜋
3 ,

0 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

(1.13)
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ÿI۔ Ȋ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù Ġźٔ �ūόĶ ë �ŴόĶ �ë �ŴόĶù ;í Ġ �ź ٔύĿïž �ŋ ،ë �ŴόĶ HϜ ϝ Ϟĥ �U̸Ǝ Wϟų Vϟόě ÿƟ ðà

𝒲̂(𝜔) =

⎧{{{{{{{{{{
⎨{{{{{{{{{{⎩

0 𝑖𝑓 0 < |𝜔| ≤ 2𝜋
3 ,

1√
2𝜋𝑠𝑖𝑛(𝜋

2 𝜈(3|𝜔|
2𝜋 − 1))𝑒−𝑖 𝜔

2 𝑖𝑓 2𝜋
3 < |𝜔| ≤ 4𝜋

3 ,

1√
2𝜋𝑐𝑜𝑠(𝜋

2 𝜈(𝜋
2 (3|𝜔|

2𝜋 − 1))𝑒−𝑖 𝜔
2 𝑖𝑓 4𝜋

3 < |𝜔| ≤ 8𝜋
3 ,

0 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

(1.14)

ÿI۔ Ȋ ü �ώě �í ė �Ǿïî �Ŭόǒ ũ �όʠ ÿI Ȋ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ïàũʦ Iόɾ 𝜈 �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ �êùç̥όǔ êç I̫ �όɸ

𝜈(𝑥) =

⎧{{{{{{{
⎨{{{{{{{⎩

0 𝑖𝑓 𝑥 < 0

𝑥 𝑖𝑓 0 < 𝑥 < 1

1 𝑖𝑓 𝑥 > 1

(1.15)

î �ϏĜ �Ġĝ ëtŴI۔ όĵ Ϝ ϝā�Ƃϟ ϟ˄όűŕόƞ üόǚçόŰ ë �ŴƱƠ 
όȜ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù Ġźٔ �ūόĶ Ě Iɶ ÿƟŕόƞ �èç �̩ �Ƒ �όįà çόī �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ �êùç̥όǔ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘
ÿI۔ Ȋ ņ�ύŉç �όŰ ņό˂ �ă�όİùç̥όǔ Ō�όʷ ïũόş ü �̦ �ƄɊόǒ ë �ŴόĶ �ë �ŴόĶù ;í ĕɚ VŹ ]όěũ˅ �ώĜ ŕ� όŒ 𝑊̂ ïùà 𝑀̂ ،êàٓŌ�όʷ

�ê 
ïïù Ęî 
όű Ě �ŽόǒŌ�όʷ ʺ �όěà çόī ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �Ġ �ź �ʁ �Ǝ sόįù ;í Ęíŕόƞ �Ō�ύʷ ũ �ɋ �όň ÿȋ �öŏόţ ņό˂ �Ġ �ź �ʁ �Ǝ sόįù ;í ñ ;ŹƱ̪ �ƍόǇ : ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ñ ;ŹƱ̪ �ƍόǇ . ;è
Ěόƞ Ūόƞ �èàŌ
όʷà ÿƟ þïç �Ŭόʾ �é �Ůόǁç �όŰ ĕǌ �Ŭ Iόǋàٓ Ě Iɶ ņό˂ ðà ëtŴI۔ όĵ Ǹ �Ŭ Iόǋàٓ Ě Iɶ Ęíą �ύĜ �ï ÿȋ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �Ġ �ź �ʁ �Ǝ sόįù ;í ïùà ëtŴI όĵ
ÿI۔ Ȋ ą �όĜž IόǶ ;é �ŮόǇ ü �όěŪόƦũȌ �ύŇïàٓ ïùà ÿI Ȋ ç �ŬȐόƣï ;èïũ �ŻόǇ ;ă˄ �Ŭ uųόĶŪόƞ ĕƽ̪ �ƍ �όĞ ÿƟ ñ ;Ź �ŬƲ ό̪Ƌ ÿI۔ Ȋ î �Ŭ �Ȧόǔ ë �ŴόĶ ÿ �Ŏŕόƞ

ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ą �όĜç ό̬ƣí ë �ŴόĶ Ō�ύʷ ũɟ �όȔ Ūόƞ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù êąόĶ ņό˂ ìŏόţ ĕɂà ïùà ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �èą �όĜ ;é �ŮƲ ό̪Ƌ ʺ �όěà
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0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

�è 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

à
;é �ŮόƗŪ �ύŊù êąόĶ ïąI όĵ( �è) ، ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �èą �όĜ ïąI όĵ(à) :1 .1 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

0.5

1.0

�è

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

à
(db2) ;é �ŮόƗŪ �ύŊù êąόĶ �Ġ �ź �ʁ �Ǝ sόįù ;í( �è) ، (db2) ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �èą �όĜ �Ġ �ź �ʁ �Ǝ sόįù ;í(à) :1 .2 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ

(polynomials)ĕ�żόʾï Ġ�ź 
ūόʼ ü �όěŪόƦũȌ �ύŇïàٓ íî̥ �Ƅόǒ : ;é �ŮόƗŪ �ύŊù Ęíŕόƞ ïç �Ŭ �όį ÿƟŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī �ŌƾŬٔ �ųόĶç �Ŭ �ųόƘŪ �όŊ ü �όěŪόƦũȌ �όŇïàٓ . 
è
،ņƫŪ �όŊŌ�όʷ ،ï qî �Ŭ �ų˹ �ŬόƗ ، ;ăٔόİąόĶĠI ő ، �÷ �Ƅ 
Ɋ tŹ �Ŭ tŶ �όŰ ėόˁ HϜ FϝāɛUŷUόŰ ÿI Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ûç̪Ɩ �ƄόǇà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ Ġ�źʧƖ �όĹ ņό˂ �Ġ �źƴ̪ �ƍ �όĞ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ĕȏ �όŇ Ūόƞ

۔ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ĕ �ȇũ �Ż �Ŷ �όŰ ، �öũ˅ 
̭ �ŹƱ �Ŭ �όǥ ،Ōƾ ٔόĜą ;όĜ ،ðçόīŪόƚ ،ïùٔą �όĜ �ëǆ �Ŭό̉ ،ņ �ύŉũ˅ �Ŭ �όǥ ،þïũ ό˻ư

1 2 3 4

0.5

1.0

�è

-3 -2 -1 1 2 3

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

à
(db3) ;é �ŮόƗŪ �ύŊù êąόĶ �Ġ �ź �ʁ �Ǝ sόįù ;í( �è) ، (db3) ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �èą �όĜ �Ġ �ź �ʁ �Ǝ sόįù ;í(à) :1 .3 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ
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1 2 3 4
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1.0

�è
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0.5

1.0

à
(db4) ;é �ŮόƗŪ �ύŊù êąόĶ �Ġ �ź �ʁ �Ǝ sόįù ;í( �è) ، (db4) ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �èą �όĜ �Ġ �ź �ʁ �Ǝ sόįù ;í(à) :1 .4 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ

-4 -2 0 2 4

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

Real

Imaginary

ėɠόȕ ņƫç �Ŭ �όǥ ïùà ĕ �Ȱ �Ƅ �Ȧόǭ çόī ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ;é �ŮόƗïžόǔ ñ˄ �ŬƲ �Ŭʥόƣ :1 .5 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ

-5 5

-0.5

0.5

1.0

�è
-5 5

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

à
;é �ŮόƗŪ �ύŊù êąόĶ Ġźٔ �ūόĶ( �è) ، ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �èą �όĜ Ġźٔ �ūόĶ(à) :1 .6 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ
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à
۔ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �èą �όĜ ;é �ŮƲ̪όƋ ( �è) ، ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �èą �όĜ ;é �ŮƲ̪όƋ(à) :1 .7 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ
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-1.5
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0.5

1.0

�è
-4 -2 2 4

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

à
;é �ŮόƗŪ �ύŊù êąόĶ ;é �ŮƲ �όĲŪόƞ( �è) ، ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �èą �όĜ ;é �ŮƲ �όĲŪόƞ(à) :1 .8 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ

�Ġ�ź 
Ɏ �Źόʼ ĕƽ �Ŭ tϏį à Ł �ό̰ʽ ņό˂ ñ ;Ź �ŬόƗŪ �ύŊù 1 .6

ç �Ŭό˰ ą �όĜç �Ŭ �όį ÿȋ î̧ �Ȭόǔ ÿƟ ÿ�Ŏç �Ŭ �όį Ġ�ź Iʌ �όœ Ūόƞ Ǹ �ŬɊ �ŹόűùŌ�όʷ ïùà ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň ÿƟ ü �Ŭǆόű ë �ŴόĶ ēîόǚ ë �ώĸ ù 19 ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ çόī ;é �ŮόƗŪ �ύŊù
،ñ�όķĠ �źʧό˒ ، �é �όǥç �Ŭ 
όǇ ، �é �Ůόǁũɟ �όȕ ņό˂ �Ōƾ �Ŭǆόű ÿƛàù ÿ�Ŏž IόǶ àî �Ŭ uόį ë �ŴόĶ ç �Ŭ �ύį í ĕ �Ȱ �Ƅ �Ȧόǭ î̧ �Ȭόǔ ēíç �Ŭ �ų �όě çόī ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ðà ç̬۔ �όŇ
Ġ �ź ٔύĿïž �ŋ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ü ό̪ɼ ðà ، K Ϝ GϝĦƹU U̫ύœ �é Iʊ �όœ ÿȋ ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ðà ÿI۔ Ȋ ą �όĜŕόƞ �êç �Ŭ sόį ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ņٔόŉŪόƦ �ë 
Ɋ tŹ uόě ، ;éʥɗ �όķàŌ ;όʷ ،Ġ;źƴ �όĲ
𝑐𝑜𝑠𝑖𝑛𝑒 ïùà 𝑠𝑖𝑛𝑒 �Ōƾ �Ŭǆόű ñ tŹ sόě íç I̫ �όœ ýą �όĜ Ūόƞ ü �Ŭǆόű FT ç̬۔ �όŇ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī (FT) (1822) �ë 
Ɋ �ŹόĶïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ

;é �ŮόƗŪ �ύŊù ÿI۔ Ȋ ç �Ŭ �Ϗį í ë �Ŵ I̫ �όœ �ë 
Ɋ�ώķ �ïũ �Żʥ˘ �όĜ ;í 
ñ �Ʌ �όň ĕƽ̭ �όķ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ė �όĿ ėόˁ àž IόǶ ýũƳ ό̥ǔ ÿI۔ Ȋ ą �όĜŕόƞ ü �ŬƲ̩ �όň ë �ŴόĶ ;é �ŮόǇ ʺ �όěà ÿƟ
ëtŴI۔ όĵ �Ġ�ź 
Ɏ �Źόʼ ĕƽ �Ŭ tώį à ÿȋ �é Iʊ �όœ ë �ŴόĶ êũ �Żȧ 
όǲ ÿƟ ñ VŹ ]όěçόű ĕ �ŅęĎόǅà ŌǍ �ώĜ í ĕżٔόʾ ïùà ،ĕ �ɉą �ύĜï ،Ǹ �όěĠźٔ Vū �Ŭ �Ʌ �όňà ،ñόʿ �ŕ� όŒ ðą �όĜ ÿƟ

ÿI۔ Ȋ ç �Ŭόʾ ûç �Ŭ �όǥ ėƪíç �Ŭ �όį Ō�όʷ �Ġ�ź 
Ɏ �Źόʼ ĕƽ �Ŭ tώį à î �ƒ �όǥ ÿƟ ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ë �ŴόĶ ;îƱ �Ŭ �όĞ íî̥ �Ƅόǒ ÿ�Ŏ Ě Iɶ ë �ŴόĶ ϜĂɨϟόȕ ðà
ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň ÿƟ Ō�ώʷ ŏ�Ȫ �όĹ ،ç̪ �όŤùũ 
Ɍ �όķ ņό˂ �ïï VŌ ٔόʷç̭ �Ź̬ �ƌ Vųόű ú �ïũ �Żόǒ ÿƟ ṷ̈ �όķ ĕ ]ż �όį Ūόƞ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù : �Ġ�ź 
Ɏ �Źόʼ ĕƽ �Ŭ tϏį à ë �ŴόĶ �èç �Ŭȧ �Ƅ sŶόĴ à۔
ûç̪Ɩ �ƄόǇà Ō�όʷ ÿ �Ŏç̪ �ƍ uόį þ ;Ō�όʷ ë �ŴόĶ ėȣόƙç̨όȘ ÿƟ �ë�ύĸŌ ;όʷ ņƫàù ŔI ʉόƮ ņ� όŉžόǡ ïî �όĜà ÿƟ ņ�ύŉą �όĜ ïùà ÿ�ŎçˮόƜ ė �ŵ �όį çόī ;é�Ů �ųόĶïç �όĲ ë �ŴόĶ
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ÿ�ŎçˮόƜ ė �ŵ �όį çόī êŪόƚ �ŕόƚ �ï ùŌʸ �Ŭ ٔόįąόĶ ë �ŴόĶ 
ðęĎ �όĜ ņό˂ ü �Ŭ �όį �øęĎόǅà çόī ðà : �èç �Ŭȧ �Ƅ sŶόĴ ĕʵƼ �όĲ ïùà ñόʿ �ŕ� όŒ ũ �Ż �όǥ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ
،ý �Ġ;ź �ū �Ŭǆ �Ŭόǒ ũ �Ż �όǥ ،ĕ �ȇŪόƚũʦɗ �Źόű ،ÿ �Ŏ �ŏ�ɳ �όň ÿƟ �êàî �Ŭόǒ ÿƟ ü �̦ 
όĹ 
ñ 
Čόˊ ĕńç �̦ όǔ ë �ŴόĶ �èç �ŬƲ �̦ 
όĹ ،ÿ�Ŏŕόƞ ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň ïùà
ë �ŴόĶ �é �όǥç �Ŭ 
όǇ ņό˂ Ϝħ �̸ �ϟϕň çόĖ ;í þ ;ŏ �όŢ ë �ŴόĶ êŪόƚç �ŬόǇ ėǃçˮ �Ɖ Iόǋ ė �όĿ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ë �ŴόĶ ĘĠ �ź �Ȁù ĕ �ȇŪόƚũ ;Ż �ų̪ ٔόŤęĎόī-ũ �ŻƲ �Ŭ uόį ، �èç �Ŭ˄Ƽ �όĲ
ë �ŴόĶ ñόʿ �ŕ� όŒ ʺόĶą ;ύĜà ë �ŴόĶ ðà ŔI۔ ʉ �ǟόȘ ÿƟ ç̪ �όŤùũ 
Ɍ �όķ ņό˂ êũ WŻ �όǥïí ،êũȴũʦ �ʣό̘ íùî̩ό̘-ĕ�Ņçόī ،ÿI Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ûç̪Ɩ �ƄόǇà
ñ˄ �όĜžόǔïąI όĵ ÿƛàù �é �Ů �ύįŌ �όʷ ĕٰƽόȵà ÿƛàù ÿ�Ŏž IόǶ àî �Ŭ uόį �êàïùí ÿƟ üόĶç̥ �όĹ ÿƟ Ě ;Ž �ύįà ï �Ġ �źƪ êç I̫ �όɸ ëtŴI όĵ �Ġ�ź 
Ɏ �Źόʼ ĕƽ �Ŭ tώį à
ņ �ώŉ ũ ό˅űùĠ;źˆ �Ŭ uųόű NMR Ūόƞ ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ÿI۔ Ȋ ą �όĜž IόǶ �øęĎόǅà çόī �Ġĝïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň ÿƟ
LIGO۔ÿI Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ûç̪Ɩ �ƄόǇà Ō�όʷ ïũόş ÿƟ �ŕόƚŪ ;όŊ Ō 
όʷžόǔ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏç ;ŬȐόƥ Ūόƞ �ë ٔόĸęč ûĠ;źˆ �Ŭ uųόű ïùà Ǹ �όěĠ;źƴ �όĲ ïž 
όǲ ë �ŴόĶ
ûç̪Ɩ �ƄόǇà ė �ŵόƗçόŰ ïàî �όĜç 
όű ʺ �όěà çόī ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ą �όĜçˮόƜ ė �ŵ �όį çόī êùŔI ʉόƮ ü �Ŭ 
Ɋ �Ź ;Ŭ �όįŪ �ϏŊ ŕόƦ HϜħȳUϖĹ ï �í ÿƟ �èą �ώĜ ŏ�ɳ �όň VIRGO ïùà
Ġ;ź �ūόĶùĠ�ź �ŀĠ;ź VύĿà ùí õ �όĻàù ë �ŴόĶLivingstone, LAïùà ,Hanford, WA �é �Ů �ύįĠ�źƪą �όĜ �èà ;é �ŮόǇLIGO۔ç̬ �όŇ
ë �ŴόĶ �êà ÿI۔ Ȋ õ �όĻàù ë �ŴόĶ ĕƽ ;όĜà ،ç̭ tŹ uόě ،ą ;ύĜàŌʸ �Ŭόǒ þà Ū �όŊç �̦ �Ƅ ;ųόű ũ ;Ż Vų �ŬόǇ Ġ;ź �ūόĶ ùĠ �ź �ŀĠ;ź VύĿà VIRGO ėˆ �Ŭ �όǥ ،ÿI Ȋ ü̪�ƍ 
Ɋόǒ Ō�όʷ
ÿ �Ŏž IόǶ àî �Ŭ uόį �êàïùí ÿƟ ϜĂɨϟόȕ ēŏ �όŢàٓ ÿƟ ϜĂɨϟόȕ þĠĄùí ÿƟ íç̩ �όňà ÿƟ �ŕόƚž IόǶ ʺ �ŬƲ �όĜ ùí ÿ�Ŏ ʺ �όěà ĠI ő ÿȋ
ņό˂ ņό˸íũ �όʠžόǔ ņό˂ êùŔI ʉόƮ ņό˂ ü �̦ 
όĹ 
ñ 
Čόˊ �êà ç۔ �Ŭόʾ ;íïçƠ �ώȚ ï ü �Ŭǆόű ʺ �όěà �Ɓ �όŊç̨όȘ ÿƟ êùŔI ʉόƮ ņό˂ ü �̦ 
όĹ 
ñ 
Čόˊ ņƫàù

�èç �Ŭȧ �Ƅ sŶόĴ ÿI۔ Ȋ ņ�ύŉç �όŰ ņό˂ HϜħȳUϖĹ ï �í ÿƟ ÿ �Ŏ �ŏ�ɳ �όň ÿƟ ç ;Ŭ �Ϗį ;í ēĠ�ź 
Ɏ �Ź ;ŬόǇ Ġ�ź �Ȁ HϜħȳUϖĹ ï �í ÿƟ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ;é �ŮόƗïžόǔ �Ɓ �ϏŊ î̧ �όȔ
،ë �ŴόĶ ĕ Iʑ ûçόŰ ĕȏ �όŇà ÿI۔ Ȋ ņό˂ �Ɓ �ϏŊ î̧ �όȔ ņό˂ êũ �Ż ٔόįŪόƦ �ë 
Ɋ tŹ uόě �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ �é �Ů �όĞç �όǚà ĕńũʦόɼ ÿ�Ŏ ĕ �ŅŌ �όʷ ðà ë �ŴόĶ


ñ 
Čόˊ ÿȋ êùïç �ŬόǇ �êàŌ;όʷũ �Ż �όį ùí ÿƟ ýç �̨ �όȔ ēĠ�ź ]ύĿ ą �όĜ ÿƛàù ϜĂ�Ƃϟϐǒ ũȌόƥ ü �ύěĠĄ ÿ�Ŏ Ġ;źˆ �Ŭ ;ų �όě ;í LIGO-VIRGO

ą �όĜçˮόƜ ė �ŵ �όį çόī �î �όŰąόĶ ÿȋ ðà ç۔ �Ŭόʾ ĘîI όĵç 
̭ όǒ çόī �ìàŏ �όŢà �é �όĞù ʺ �Ŭ sόį ÿƟ êùŔI ʉόƮ ĕɚ �ŷόĴç �Ŭ �Ȧόǔ ĕ �ŅŌ�όʷ ïùà êùŔI ʉόƮ ņό˂ ü �̦ 
όĹ
ʺ �όěà Ǹ �ŬόƗ ;íąόĶ ïùà ÿ�ŎçˮόƜ ė �ŵ �όį çόī ĠI őç �̨όȘ ،ĕȏ �όŇ êç I̫ �όœ ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �όŰ ž IόǶ �ë˄̪όŦ ą �όĜçˮόƜ Ę �ïàî �όĜà çόī Ϝħƹϟόǚç �όĲ ÿƟ ðà ïùà

�èç �Ŭȧ �Ƅ sŶόĴ ĕʵƼ �όĲ ïùà ëtŴI όĵ ēíç �Ŭ �ų �όě �ġ ٔύňç �Ŭ Vόį ė �όĿ �Ɓ �όŊç̨όȘ ÿƟ �ë �ώĸ ĠI őąόĶ ÿI۔ Ȋ ņ�ύŉç �όŰ ņό˂ üόǚçόŰ ėȣ �ώĹ ï �í ÿƟ ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň ;é �ŮόƗŪ �ύŊù
ëtŴI۔ όĵ ÿ �Ŏŕόƞ �ïç �όȵàٓ çόī ïùí ϜĂٔƂ Vϟϖį ʺ �όěà ë �ŴόĶ ĕ �ȇŪόƚũʦόƋçόī ïùà

: �Ġ�ź 
Ɏ �Źόʼ ĕƽ �Ŭ tϏį à ë �ŴόĶ �èç �Ŭ �ύį ç �Ŭόǥ ïùà �éόŝ ۔ �è
ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň çόī ñόǒàŕόƦŪ �ώŊ ;íïçόīùĠ;źˆ �ŬόƗà ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ،ë �ŴόĶ �Ġ�ź 
Ɏ �Źόʼ ĕƽ �Ŭ tώį à ņ� ύŉç �Ŭ �ύį ç �Ŭόǥ ïùà ĕ �żόŝ
،ñόǒàŕόƦęĎ �̦ Ɍ �Ź �όěà ùĠ;źˆ �ŬόƗà ،(ë �ŴόĶ ēî �Ŭ �όį ė �Ǿïí ïùà ،ÿ�ŎçˮόƜ ė �ŵ �όį ،ņٔόŉŪόƦ �ë 
Ɋ tŹ uόě ņό˂ �ë 
Ɋ �ŹƱ �όĜĠ �ź �ŀ ü �ύěĠ;ź �ύĿà Ō�όʷ ïũόş ÿƟ ûç 
Ŭόǒ) ÿI Ȋ

;é �ŮόƗŪ �ύŊù ۔ (ņό˸Ġĝ Ō�όʷ ïũόş ÿƟ ûç 
Ŭόǒ) ÿ�ŎçˮόƜ ė �ŵ �όį çόī ùï 
ñ tŹ uόě ÿƟ êùç �Ŭ �ų �όěąόĶçόűà ïùà ،ÿ�ŎçˮόƜ ė �ŵ �όį çόī Ġĝũ �Ż ;όį ÿƟ �ôąόĶí
ėȣόƙç̨όȘ ĕȏ �όŇ çόī óç �Ŭ �ύįïà ÿƟ Ϝħƹϟόǚç �όĲ ü �ύěũόş ë �ŴόĶ �é �Ů �ύįŌ �όʷ ņό˂ þà �ë �όĸà ē ;í ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ
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Ō�όʷ ïũόş ýçόȵ Ūόƞ �Ġĝïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ،ë �ŴόĶ (NMR) ņ �ώŉ ũ ό˅űùĠ;źˆ �Ŭ uųόűà ñ VŹ Vόěù �Ō�ώʷ ï ʺ ;Ŭ �ų �Ŭǆ �Ŭόǒ Ġźٔ �ūƱόīũ �Ż �όį ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç �Ŭόʾ
ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç �Ŭόʾ ûç̪Ɩ �ƄόǇà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�ŎçˮόƜ Ę �ïàî �όĜà çόī êũ �Ż ]ύįęč ûĠ;źˆ �Ŭ uųόű

ņ�ύŉàŌǍ �όĜ ņό˂ ñ qŹ VόěęĎ �όĜ ïùą �όĜ ĕ �ŅŌ�όʷ ïùà Ġźٔ �ūƱόīũ �Ż �όį Ūόƞ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ،ÿȋ �óç̩όƬ ÿƟ �Ġ�ź 
Ɏ �Źόʼ ĕƽ �Ŭ tώį à ĕ �żȧ �Ƅόǁ : �Ġ�ź 
Ɏ �Źόʼ ĕƽ �Ŭ tϏį à ĕ �żȧ �Ƅόǁ ۔ �è
êŪ �ύŊùï ĕȯ �Ƅόŝ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ë �ŴόĶ ñ �όǥ ÿI Ȋ ýç �̨ �όȔ Ęî tƒ �Ʌ �Ǝ uόį ʺ �όěà(NPP) ;ă�όİęĎ �όĜ ïùą �όĜ Ġźٔ �ūƱόīũ �Ż �όį ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ûç̪Ɩ �ƄόǇà ë �ŴόĶ
ü �Ŭǆόű �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ë �ŴόĶ �èęčçόŰ ü �Ŭ 
Ɋ�όķŌ�όʷàٓ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ṷ̈Ʋ ό̭ǒNPP۔ëtŴI όĵ ÿ �Ŏž IόǶ àء �ŏ �όŢà ë �ŴόĶ íàî̥ �όĹ ē ;Ō�όʷ Ł �όŇçόű ÿƟ
ą �όĜŕόƞ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ �é �όŝç �̦ όǭ ņό˂ ;ă�όİęĎ �όĜ ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň çόī �ë �όǥ ëtŴI όĵ ņ� όŉž IόǶ �èąόĶũƳ̥όǔ ĕ�żʥ �ƍ �όĞ ë �ŴόĶ �Ōƾ �Ŭǆόű �êà ÿI۔ Ȋ ą �όĜŕόƞ �ìïç �όŰ

ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ Ǹ �ŬɊ �ŹόűùŌ�όʷ ü �Ŭǆόű Ūόƞ ēïũ �ŻȐ �όŇ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ، ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ϜĂ�ƂϟϔƗ çƠ �όȚ �èąόĶũƳ̥όǔ ÿȋ �Ōƾ �Ŭǆόű �êà ÿI۔ Ȋ ą �όĜ ;Ō�όʷ
ïùà ñ˄ ;όĜŪ �όŊùï ũ �όʠ ،ÿI Ȋ Ě ;ŽɊόŖ �ë 
Ɋ �Ź �Ŭǆʱ �όĜï �é �Ů 
όǇ ;ă˄ tƒ �Ʌ �όňàٓ �øęĎόǅà ïùà ʺ �όěà çόī ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç �Ŭόʾ ŪόƦęč

ÿI۔ Ȋ ą �όĜŕόƞ àíà ïàíŕόƞ ēî �ŬƲόī ë �ŴόĶ ēĠ;źǼ qî �όĜà ü ٔόěą �όĜžόǔŪ ;ϐŊ àٓ
ÿ �Ŏŕόƞ ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň ïùà ÿ�ŎçˮόƜ ė �ŵ �όį çόī Ϝħ �̸ �ϟϕň çόĖ ;í îόűç �όĲ ïùà îόŰàù Ūόƞ ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù : �Ġ�ź 
Ɏ �Źόʼ ĕƽ �Ŭ tϏį à ë �ŴόĶ ĕ �ɉą�ύĜï ۔ �è
ïùà ŏ�ɳ �Ǝ qų Vόěà ،ÿI Ȋ ą �ύĜçˮόƜ ė �ŵ �ų̪ �ʣ �όň çόī ;é�Ů �όįũ �ŻɊ˄ �όĜà ï ;îόƘž IόǶ Ō
όʷžٔόǔ ،ÿI Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç̬ �̰ɵόƋ ûŪ ;όŊ ņ� ύŉ ç �Ŭ �όǁą �ύĜï Ō 
όʷžόǔ ʺ �όěà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ

;é �ŮƲ �όĜù ë۔ �ŴόĶ ÿ �Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ ü ٔόěç ό̭ǒ ðïŪ �όŊà ïùà ēïũ �ŻȐ �όŇ Ġ;ź �ϏĿ Ō�όʷàٓ ،ēïũ �ŻȐ �όŇ �ë 
Ɋ �Ź̪ �ƍɊόʾùŌ�όʷà ،ï ;íïàٓ ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ
ņ� ύŉàĠ �źʧƖ �όĹ ÿI۔ Ȋ ņό˂ ĕ �ŅŌ �όʷ ë �ŴόĶ êũ �Żȧ 
όǲ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ �êàïùí ÿƟ êũ �Ż ٔύį ąI όĵí ùí ĕƽ̬ �̰ �όň ÿ�Ŏ êũ �Ȥ �ώĹ ŏόţ ēíîόȵ ĕ �ż �ųόĶ Ō�όʷ ēïũ �ŻȐ �όŇ

;ăٔόİç �Ŭ ]ύį ç �όĲ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ،ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ûŪ �ώŊ ;î �ύĜ �Ō�ώʷ ï qî ;Ŭ �ώį ù ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ëtŴI όĵ ë �Ŵ˃ �Ŭ �ų˃ �όĜ ĕ �ż �ųόĶ Ō�όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù Ł �ό̰ʽ Ō�όʷ íç �Ŭ �ų �όě ņό˂ Ěȍ �ύŇïũ ό˻ưà
ĘĠ�ź۔ �Ȁù ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ñ �ŹόƘ 
ñ �ŹόĶ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ، ;é�Ůʥ �ƍƲ �όĜà ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ، ;î̬ �ƌ �ųόĶ ;é�Ůʥ �ƍƲ �όĜà

ÿ �Ŏç̪ �ƍ uόį þ ;Ō�όʷ ϜĂٔƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ �ġ �ύňç �όŰ ņό˂ �Ō�ώʷ Ġ �źǼ Ě ٔύōą ;όĜ ņό˂ êùíŪ �όŊ Ūόƞ ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù :êùíŪ �όŊ ïùà ñ VŹ ]όěçόű ü̧ �όƇ ۔ ;è
ņό˂ ü̧ �όƇ Ł �όŇçόű Ł �όŇçόű ÿƟ ĕƽ tϏĜ î �Ŭ �όį ņό˂ �ë �ŴόĶ �ï ïùà ÿ�Ŏç �Ŭ �όį Ġ�ź Iʌ �όœ Ūόƞ ïç �Ŭȧόǔ ÿƟ ņٔόŉŪόƦ �ë 
Ɋ tŹ uόě ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ûç̪Ɩ �ƄόǇà Ō�όʷ
Ęíŕόƞ ðũɌɅό̘ ÿȋ ïùí ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ëtŴI۔ όĵ ĕżٔό˰ ņό˂ ïç �Ŭ �όį ë �Ŵ˃ �Ŭ �ų˃ �όĜ ĕżٔόʾ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�ŎçˮόƜ ė �ŵ �όį çόī ĕ �ȇŪόƚũ �Ż �Ŷ �όĲ
çόī �ïĠĪ �Ź �ŬόǇ ũ �όʠ ÿI Ȋ ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ĕɚ�όķà ʺ �όěà Ǹ �ŬɊ �Ź �ŬόǇ ;èũʦ �ϏŤ ï ÿI۔ Ȋ ą �όĜŕόƞ àíà ïàíŕόƞ Ō 
όʷžόǔ ë �ŴόĶ Ǹ �ŬɊ �ŹόűùŌ�όʷ ņό˂ ç ;Ŭ �Ϗį ;í

�êà Ġ�ź �ȣ �όĹ ÿI Ȋ ņ�ύŉŕόƞ ç̬ ;ƌόʾà �èąόĶũƳ ό̥ǔ ë �ŴόĶ þïą �όĜ ÿƟ (ġɱόƅ ņό˂ �ë �ŴόĶ �ï Ō �όʷ Ęíą �ύĜ �ï) çء �Ŭ 
όǇà ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà
ÿI۔ Ȋ üƠ 
ɒόǒ �é Iʊ �όœ ą �όĜŕόƞ ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň �éόǇàï ĘàŌ�όʷ çόī ðà ïùà ÿI Ȋ ĘíŪόƚàٓ ç ;Ŭ �Ϗį ;í ė �όĿ ۔ ϜĂٔƂϟϔʾ Įĳ �όȔàï ņ�ύŉç̪ɗ �όǥ Ł �όŇçόű ÿƟ
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�èïùĠ �Ő ņό˂ ϜĂ�ƂϟϔƗ çƠ �όȚ �é �Ůόǁũɟ �όȕ ،ēî �Ŭ �όį ė �Ǿïí ،ĕŧόƣ ë �ŴόĶ ïž 
όǲ ، �ë 
Ɋ�ώķ Ġ �źʧό˒ ë �ŴόĶ ñ �όǥ Ǹ �ŬɊ �ŹόűùŌ�όʷ ņό˂ ç ;Ŭ �Ϗį ;í ،à �î I̫ όƮ
ÿI۔ Ȋ ç �Ŭ ό˄ű ç �όŰ ç �Ŭόʾ ÿȋ HϜħ �ȲUϖĹ ŏόţ Ō
όʷžٔόǔ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïùà ÿI Ȋ

ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏç �Ŭ �όį û ;íąόĶ ;íĠ �ź tū ٔόěąI όĵ Ūόƞ êũ˅ �Ŭ �ų˃ �όĜ ņό˂ �ă�όİąI όĵ �í ĕόȹũ �ŻɞόȘ ĕɂ �é Iʊ �όœ : �Ġ�ź 
Ɏ �Źόʼ ĕƽ �Ŭ tϏį à ë �ŴόĶ �ă�όİąI όĵ �í ĕόȹũ �ŻɞόȘ ۔ 
è
HϜ FϝāɛUŷUόŰ ϜħːϟϏű ç �όŰ ņό˂ ņٔόŉŪόƦ �ë 
Ɋ tŹ uόě ņό˂ ü ό̪ɼ Ě Iɶà ë �ŴόĶ ĕ �ȇŪόƚùï ;î �Ŭ ٔύį ąI όĵ ėόˁą �όĜ ÿI Ȋ ą �ύĜç �όŰ ą �όĜęĎόĶ Ł �όŇçόű ÿƟ ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù

،ņٔόŉŪόƦ �ë 
Ɋ tŹ uόě ņό˂ ùٔç I̫ �όœ ÿƟ ēî �όĜ ÿȋ ė �Ǿù ņό˂ ü ό̪ɼ ÿƟ ùٔç I̫ �όœ ÿƟ 
ðïą �όĜ ،ņٔόŉŪόƦ �ë 
Ɋ tŹ uόě ņό˂ 
ðïą �όĜ ïùà ė �ŵ �ų̪ �ʣ �όň :ėόˁ
ÿȋ �é Iʊ �όœ ïùà ē �Ġ�ź �Ǿ ėǃçˮ �Ɖ Iόǋ ë �ŴόĶ Ō ٔόʷç �όŰ �í ņ �ύŉ àٓ ņٔόŉŪόƦ �ë 
Ɋ tŹ uόě ņό˂ ;éȐ �̰Ƹ �όĜ Ęî 
όű ų̈ȫόǔ ،Ǹ �ŬόƗ ;íąόĶ ņό˂ ùٔç I̫ �όœ ÿƟ 
ðïą �όĜ
ĕɂ �é Iʊ �όœ Ūόƞ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ �é �όǥç �Ŭ 
όǇ ņό˂ �é �όǥçόű ņό˂ êũɋɱόƅ ņό˂ �ë �Ŵ 
̭ όǒ ۔ �Ġ�ź 
Ɏ �Źόʼ ĕƽ �Ŭ tώį à ʺ �όŰŪόƚũ ;Ż �ų̪ ٔόŤęĎόī ùï ;î �Ŭ ٔύį ąI όĵ
ë �ŴόĶ êũ �Żȧ �Ƅόǁ Ǹ �όěŏ�ɳ̇ �Ŭ �όĞũ �Ż �ųόĶ û ;íąόĶ ÿƟ ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň ÿƟ ;èùç �Ŭ �όį ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ûç̪Ɩ �ƄόǇà ĕȏ �όŇ ë �ŴόĶ êũ˅ �Ŭ �ų˃ �όĜ ĕόȹũ �ŻɞόȘ
ÿȋà ïùà ÿI Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç �Ŭόʾ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ ėȣόƙç̨όȘ çόī �é �όǥçόű ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ðà ëtŴI۔ όĵ ÿ �Ŏŕόƞ àíà ïàíŕόƞ Ě Iɶà �é Iʊ �όœ
2𝐷 ṷ̈Ʋ ό̭ǒ ïàíŕόƞ çόī ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ë �ŴόĶ Ǹ �ŬόƗ ;íąόĶ ðà ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �όŰ ą �όĜçˮόƜ Ę �ïàî �όĜà çόī ēïíŏǜόƣ ņό˂ ù �ŏ �όŢ Ġ �ź �ȣ �όĹ ÿŎٔũȌ �όȅ

K Ϝ GϝĦƹU U̫ύœ ÿƟŕόƞ ü �ύěî �Ŭ �όį ë �ŴόĶ ü �Ŭ ό˄űà þŕόƦ Ūόƞ �ŏ�ɳ �Ǝόǒà Ě �ŽɊ �Ȧ �όĹ ĕƽ tϏĜ �í ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù
، �ġ �Ə �Ϗį ï ،Ěόƞ ÿȋ Ěόƞ ،Ęíą �ύĜ �ï ÿȋ Ęíą �ύĜ �ï ، �ë�ώĸ ;î �Ŭόǒ ، �êç �Ŭόǒ) �èç �Ŭόǁũɟ �όȕ ņ�ύŉ ą �ύĜïç̪ 
όƋ íî̥ �Ƅόǒ ÿI۔ Ȋ ą �όĜŕόƞ ñ �ŹόűùŌ�όʷ ÿȋ
Ęíą �ύĜ �ï ÿȋ Ęíą �ύĜ �ï ،ýïą �όĜ 𝐿2 ،ýïą �όĜ 𝐿1 ،ņ �ώŉ ùĠ;ź Vū �όěà �ë�Ŵ �Ŭ 
όǇ ،ĕ �ȇŌ�όʷà ،ņ �ώŉ ùĠ;ź Vū �όěà �ë 
Ɋ �Ź ;όěũ �ŻόǒŌ�όʷ ، �öàŏɳ �όňà ēïç �Ŭȧόǔ

;îόƘũ 
Ɍ�ώķ ŏǜ �όŇ ،ņ �ώŉ ùĠ;ź Vū �όěà ;îόƘũ 
Ɍ�ώķ ŏǜ �όŇ ،ņ �ώŉ ùĠ;ź Vū �όěà ĕ �ȇŌ�όʷà Ƥęč ، �éόǇç �Ŭ Wόį ņ �ώŉ ùĠ;ź Vū �όěà ÿȋ ņٔύŉą �όĜàŪ �όŊ Ęíą �ύĜ �ï ÿȋ Ęíą �ύĜ �ï ،ýïą �όĜ
ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç �Ŭόʾ ïç̪ 
όƋ ÿȋ ʺ �όěç �Ŭό˰ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù Ūόƞ (ņٔύŉą �όĜàŪ �όŊ ïàí ė �ŵ 
όǇï Ęíą �ύĜ �ï ÿȋ Ęíą �ύĜ �ï ،ņ �ώŉ ùĠ;ź Vū �όěà

�ëtŴI όĵ �í ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ êũ �Ż ٔόįŪόƦ �ë 
Ɋ tŹ uόě ņό˂ �ăƲόǅ ņό˂ ĕƽ �̩ �όň ėόˁą �όĜ ÿI Ȋ ç �Ŭό˰ à ;ïũ �όʠ Ł �όŇçόű ÿƟ úïù ;é �Ů �όį ûïũ �Ż �όį ĕόȹũ �ŻɞόȘ Ūόƞ
ÿI۔ Ȋ ą �όĜž IόǶ �øęĎόǅà ë �ŴόĶ ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ņό˂ ņ� ύŉàŌǍ �όĜ ņό˂ �éɅόɃ ė �ʁ �όňçόĖ ;í çόī ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �öàٓ ēïũ �ŻȐ �όŇ ۔ Ϝħ ϟːϏű ç �όŰ ç �Ŭόʾ ïç �Ŭ �όį û ;íąόĶ
ÿƟ ÿ�ŎçˮόƜ ė �ŵ �όį çόī óç̨ʂ �όňà ïùà ņ �ύŉàŏ �όŢ ë �ŴόĶ Ϝħ �̸ �ϟϕň çόĖ ;í ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ĕ �ȇŪόƚç �Ŭ˄ �Ŭ ;όį ĠĪ �Ź �ŬόǇ �ëόʿ Ęç �Ŭ �όį Ġ �ź �Ȁ ë �ŴόĶ ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ðà
ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ;é �ŮόƗŪ �ύŊù Ūόƞ ü �Ŭǆόű ÿƛàù ÿ�Ŏž IόǶ ûžόǡžόǔ ėȣ �ώĹ ï �í ÿƟ ĠĪ �Ź �ŬόǇ ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç �Ŭόʾ ϜĂ�ƂϟϔƗ

ÿI۔ Ȋ ĕ�ż ό˄űç �όŰ ĕȏи �όıí �ăόƗçόŰ ņό˂ �éɅόɃ ņό˂ �é �όǥçόű ÿȋ ñ �όǥ ÿI Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç �Ŭόʾ ñ �ŹόűùŌ�όʷ ÿȋ HϜħ �ȲUϖĹ ŏόţ Ō
όʷžόǔ

�èàùç̭όǒ ü 
̭ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í (Delay)Ġ�ź �Ǿą �όĜ 1 .7

ëtŴI όĵ ÿ �Ŏç �όŰ ϜĂ�Ƃϟϔʾ �êç �Ŭ sόį HϜħȳUϖĹ ï �í ÿƟ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ũ �όʠ ëtŴI όĵ ÿ �Ŏç �Ŭ �όį �ŕόƚ ;íąόĶ HϜĂɛUϐķ à ÿƟ ĕ �ɉą �ύĜï �ë �Ÿ �̦ �Ȥɋό̘ ،Ō�όʷ ïũόş ýçόȵ
ÿI۔ Ȋ ņ�όŉž IόǶ ĠȾʂ VƎόǒ Ō�όʷ �ſ �Ż 
Ɋόǒ ÿƟ �êà ą �όĜ/ïùà ïî �όĲ Ęíũ �όʠžόǔ ņό˂ Ġ �ź �ȣ �Ƅόǒ ĠȾʂ VƎόǒ �öĠŐ �ăόƗçόŰ Ęíũ �όʠžόǔ ņό˂ ýç �̨ �όȔ ë �ŴόĶ ñ �όǥ
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،Ǹ �ŬόƗ ;íąόĶ Ě ٔύōą ;όĜ üŬٔ �Ϗį ï Ō�όʷ ïũόş òç �όŰ ،ëtŴI όĵ ÿ �Ŏŕόƞ ĠI őç �όǅ �é �Ȧ �όĹç̨όȘ ýîόȵ î �ύĜî 
όű Ł �όŇçόű ÿƟ �é �Ȧ �Ƅ �Ȧόǭ û ;íąόĶ ė �όĿ �èç �όĲùà �ģȫ �όĹ
ņό˂ û ;íąόĶ ņ� ύŉç �Ŭ �όǁą �ύĜï ÿƟ ìŏόţ ðà ë۔ �ŴόĶ ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň ÿƟ Ǹ �Ŭ qų �ŬόʾïąόĶ úç ;ŬόǇà ïùà û ;íąόĶ Ł �όŇùŕόƦ ü �ŬόǇ ،û ;íąόĶ ñ ό˄Ķç �Ŭόʾ à
ç �Ŭόʾ üόĶç 
όű Ūόƞ �èçόŰęĎ̨όȖà ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ ë �ŴόĶ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í Ǹ �Ŭ VόįïŪόƦ ÿ �Ŏ �ë �Ÿ �̦ �Ȥɋό̘ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏç �Ŭ �όį Ġ�ź Iʌ �όœ Ūόƞ �èç �ŬόʾŏόŢ
ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í (DDEs) �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;íĠ �ź �Ǿą �όĜ ÿI۔ Ȋ ņ�όŉž IόǶ àî �Ŭ uόį �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ ë �ŴόĶ HϜ ϝ Ϟĥ �U̸Ǝ Wϟų Vϟόě ÿƟ ñ �όǥ
ņό˂ Ġ �ź �ȣ �Ƅόǒ ĠȾʂ VƎόǒ Ł �όŇçόű Ł �όŇçόű ÿƟ Ęíũ �όʠžόǔ ìĠ 
Ą ņό˂ üόŰ ،ë �ŴόĶ ñ �όǥ ëtŴI όĵ HϜĂ�ƂUϖį í ü �Ŭ˄ 
̭ �όķ ðęĎόī òç �όŰ ʺ �όěà ņό˂ �èàùç ό̭ǒ
، �ĠĪ VŹ ]όěçόű ũ �Ż ٔύį ą �όĜ ، �ĠĪ VŹ ]όěçόű ņ�ύŉç̪ɗ �όǥ Ō�όʷ ÿ �Ŏç̪ �ƍ uόį þ ;Ō�όʷ DDEs ÿI۔ Ȋ ņ�όŉž IόǶ ĠȾʂ VƎόǒ Ō�όʷ �ſ �Ż 
Ɋόǒ ÿƟ �êà ą �όĜ/ïùà ïî �όĲ ė �Ȣ �όĹçόű Ł �ό̰ʽ

ëtŴI۔ όĵ ÿ �Ŏž IόǶ ûç̪Ɩ �ƄόǇà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏç �Ŭ �όį û ;íąόĶ Ūόƞ ü̪όɼ ë �ŴόĶ ñ ό˄Ķç �Ŭόʾ à ïùà ñ ό˄Ķç �Ŭ ]ύįà ;í ùĠ;źˆ �ŬόƗà ،Ǹ �όěĠźٔ Vū �Ŭ �Ʌ �όňà
ũ �Ż ٔύį ą �όĜ ïùà ëtŴI όĵ ÿ �Ŏŕόƞ ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň çόī �èç �Ŭόǁũɟ �όȕ ēïàî �̦ όǔ ïùà �é �ŮƲ �όĜç �όĲ ņό˂ DDEs �êç̩ �ώň ï ë �ŴόĶ [92] �öàŕόƦŪ �όŊžόǔ
ûùĠ;ź Vūόʼ �ê �ïàŪ �όŊ ņ �ύŉ ç ό̧ȗà ņ�ύŉç̭ �όķà ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī DDEs[48] ،Ł �όŇçόű ÿƟ �Ġ�ź 
Ɏ �Źόʼ ĕƽ �Ŭ tώį à ņό˂ ðà ë �ŴόĶ �ĠĪ VŹ ]όěçόű
àî �Ŭ uόį �ġ ٔύňç �Ŭ Vόį Ł �ό̰ʽ Ō�όʷ ñ �ŷ �όŰïũ �Żόʾ ÿƟ û ;íąόĶ Ġ �ź �Ǿą �όĜ Nicholson’s blowflies ÿ�Ŏ [110] ،ëtŴI όĵ ÿ �Ŏŕόƞ ėȣόƙç̨όȘ çόī û ;íąόĶ
û ;íąόĶ DDEs ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ ėȣόƙç̨όȘ çόī �èàŌ
όʷà ÿƟ 
ðïą �όĜ Ō�όʷ ïàùàî �Ŭ uόį ņό˂ ŪόƞŪόƞ Ō�όʷ ġɱόƅ ņό˂ ýïç �όĲ ÿ �Ŏ [109] . ϜĂ�Ƃϟϔʾ
çόī DDEs ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ ïç �Ŭ �όį û ;íąόĶ ʺ ;Ŭ Vų ]όěçόīŪόƞąόĶïç �όĲ çόī ēíą �όĜàٓ [54] Karatza & Karahis ç۔ �Ŭόʾ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī

�êç �Ŭ sόį Ūόƞ êũ �Ż ;ύį ũ �όʠ ēĠI őùí ë �ŴόĶ �Ōƾ ٔόĜç �όĲùŌ�όʷ ÿƟ �é �όĞù ÿƟ �ïçƠ �ύȚïà ÿƟ irbesartan ũ �όʠ ëtŴI όĵ ÿ �Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà Ō�όʷ ïũόş ûç̥ �όĻ
DDEs ë �ŴόĶ (EHS) ý �Ġ�źˆ �ŬόǒùùĠĄ ʺόưùï ;î �Ŭ ٔύį ąI όĵ ùĠ;źˆ �ŬόƗà ÿI۔ Ȋ ą �όĜž IόǶ �ă�όİą 
όĜ ŏ �ɴ �όȔ Įĳ �Ȭ �όĹ �éόǇç �Ŭόǒ ʺ �όěà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ
ą �ύĜç �όŰ ç �Ŭόʾ ûç̪Ɩ �ƄόǇà �ïĠ;ź �ώĿ ũ �ɋ˙ �όĜà ïũɫ �όȔ ë �ŴόĶ �řʮ ;ƍɊόŖ ûùĠ;ź Vūόʼ Ō�όʷ ÿ �Ŏç̪ �ƍ uόį þ ;Ō�όʷ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ė �όĿ ،ÿI Ȋ �øęĎόǅà Ě Iɶà ïùà ʺ �όěà çόī

Ϝ ϝā�Ƃϟ ϟ˄όű üόĶ ë �ŴόĶ �èàŪ �όŊà ü �ώě �í ė �Ǿïî �Ŭόǒ ïùà [56, 101, 35, 13] �èç �όĲęĎόǅà ïùà ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň ĕƽ �Ŭɞ �Ȭ �όĹ çόī DDEs [44]۔ ÿI Ȋ
HϜ FϝāɛUŷUόŰ ëtŴI όĵ ÿ �Ŏž IόǶ ñ ;Ź �Ŭόǒïç �όĲ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ÿƟ DDEs ،ÿI Ȋ ĠȾʂ VƎόǒ Ō�όʷ �é �ŮόȶŪ �όŊ ņό˂ 𝜏 Ġ�ź �Ǿą �όĜ ëtŴI۔۔ όĵ

Ł �όŇçόű ÿƟ Ġ�ź �Ǿą �όĜ ü �̦ �ƄɊόǒ DDEs •

⎧{
⎨{⎩

𝑦′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡 − 𝜏)), 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑓 ,

𝑦(𝑡) = 𝜙0(𝑡), 𝑡 ≤ 𝑡0.
(1.16)
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𝜏(𝑡) Ł �όŇçόű ÿƟ Ġ�ź �Ǿą �όĜ ĠȾʂ VƎόǒ Ō�όʷ �é �όĞù DDEs •

⎧{
⎨{⎩

𝑦′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡 − 𝜏(𝑡))), 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑓 ,

𝑦(𝑡) = 𝜙0(𝑡), 𝑡 ≤ 𝑡0.
(1.17)

𝜏(𝑡, 𝑦) Ł �όŇçόű ÿƟ Ġ�ź �Ǿą �όĜ ĠȾʂ VƎόǒ Ō�όʷ �ăόƗçόŰ DDEs •

⎧{
⎨{⎩

𝑦′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡 − 𝜏(𝑡, 𝑦))), 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑓 ,

𝑦(𝑡) = 𝜙0(𝑡), 𝑡 ≤ 𝑡0.
(1.18)

Neutral DDEs •

⎧{
⎨{⎩

𝑦′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡 − 𝜏1(𝑡, 𝑦)), 𝑦′(𝑡 − 𝜏2(𝑡, 𝑦))), 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑓 ,

𝑦(𝑡) = 𝜙0(𝑡), 𝑡 ≤ 𝑡0.
(1.19)

Proportional Delay •

⎧{
⎨{⎩

𝑦′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑞𝑡)), 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑓 ,

𝑦(𝑡) = 𝜙0(𝑡), 𝑡 ≤ 𝑡0.
(1.20)

üόŰ Ūόƞ Ϝ ϝ Ϟĥƹ ٔϟŬϟɊϟόǒ ÿƟ ïî �όĲ ņٔύŉàî �Ŭ �ύįà ë �Ŵ̪ Iόɾ êç I̫ �όɸ ñ ό˄ȵŌ�όʷ ÿƟ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ýçόȵ ،ë �ŴόĶ �èàùç ό̭ǒ ęčą �όĜ ė �Ǿïî �Ŭόǒ
ÿI Ȋ ņ�όŉž IόǶ �èïùĠ �Ő ņό˂ 𝜙0(𝑡) �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ņٔύŉàî �Ŭ �ύįà ʺ �όěà ë �Ŵ̪ Iόɾ ،ÿI Ȋ ņ�όŉž IόǶ �èïùĠ �Ő ņό˂ óĠ 
Ą ņٔύŉàî �Ŭ �ύįà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ
ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ýçόȵ ė �ʁ �όňçόĖ ;í úŏɳ WƎόǒ çόī DDEs ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç I̫ ό̠ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ēĠ;źɎ Iόǋ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόǚçόŰ üόŰ íŏ�Ȫ �Ƅόǒ FϜĂɛUόǥ
ž IόǶ ĕȏ �όŇ ÿ �Ŏùï ÿƟ ēŏ�Ȫ �όĹàŕ� όŒà ėόˁ ʺ �όě êç I̫ �όœ ïùà ĕƽ �όȵùí ë �ŴόĶ ñ �Źόʼ Ōƾ �Ŭ ό˄űà ĕ�żȧ �όĹ ÿI Ȋ Ġ�źǃà Ęíą �ύĜ �ï �é Iʊ �όœ ÿȋ �èàùç ό̭ǒ
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ņ�ύŉç �όŰ Ĕ ;Ō�όʷ êç �Ŭό˰ î tƒ �Ʌ �Ǝ uόį ü �Ŭ 
Ɋ �Ź ;όěũ �Ż uų ό̪˒ ņό˂ êŪ �όŊàùç ό̭ǒ �êà ،ÿȋ ė �Ǿù ņό˂ ÿ �Ŏž IόǶ üόĶç 
όű ÿƟ ìęĎ̨όȖà ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ ëtŴI۔ όĵ Ϝ ϝā�Ƃϟ ϟ˄όű
�êà ë �ŴόĶ êŪ �όŊïžόǡ �ģȫ �όĹ ، �Ġ �ź �όĿ ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �όŰ ž IόǶ Ęî tƒ �Ʌ �Ǝ uόį �é Iʊ �όœ ą �όĜŕόƞ üόŰ Ō�όʷ ïũόş ņ�ύŉ ą �ϏĜ �ŏ �ɳ �όň Ūόƞ êŪ �όŊàùç ό̭ǒ �êà ìŏόţ ðà ،ëtŴI όĵ

ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ēíîόȵ Ō
όʷžόǔ ʺ �όěà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ 
ðęĎ �όĜ üόŰ ĕ�ż �ų̪ �ʣ �όň ϜĂ�ƂϟϔƗ ðà ،ÿI Ȋ ë �Ŵ I̫ �όœ íũ �όʠžόǔ üόŰ ņ�ύŉ ą �ϏĜ �ŏ �ɳ �όň çόī êŪ �όŊàùç ό̭ǒ
ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ýçόȵ �ïç �όȵàٓ çόī êũ˅ �Ŭ �ų˃ �όĜ ēíîόȵ ēíç �Ŭ �ų �όě ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ DDEs ÿI۔ Ȋ ēïùĠ �Ő

�èïùĠ �Ő ņό˂ êũ �Ż ٔύįàùïïçόī ĕ �Ņç �όǚà ĕɚ �ŷ �όŰ ÿ�Ŏŕόƞ üόĶç 
όű Ūόƞ ìęĎ̨όȖà ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ êç I̫ �όɸ ،ÿI Ȋ ą �όĜž IόǶ ÿȋ êũ˅ �Ŭ �ų˃ �όĜ �èç �Ŭ �ųόűí
ÿI۔ Ȋ ņ�όŉž IόǶ

�ă�ώİ íàŏ�Ȫ �όĹà ïùà íũ �όʠù 1 .8

[35] ïùà [45, 78] �ġ ٔύňç �Ŭ Vόį ė �όĿ ëtŴI۔ όĵ ÿ �Ŏŕόƞ �êç �Ŭ sόį �ġ ٔύňç �Ŭ Vόį Ł �ό̰ʽ Ō�όʷ �ă�ώİ íàŏ�Ȫ �όĹà ïùà íũ �όʠù ÿƟ üόŰ ÿƟ DDEs Ě Iɶ êç I̫ �όœ
ëtŴI۔ όĵ ϜĂٔƂϟϔ˰ ϜĂ�Ƃϟϔʾ üόǚçόŰ Ō�όʷ ïũόş ÿƟ êŪόƚç 
Ŭόǒ òũɟ �ʂό̘ ņό˂ �řʮ �ϏŤ ïũ �ŻȐ �όŇ Ęî 
όű �ă�όİą 
όĜ ë �ŴόĶ

ë�ύĸŕόƞ۔ ïũ �ȴ Ō�όʷ �èàùç ό̭ǒ (Local existence) 12 (Theorem)Ě �ύōïũ �ŻȐ �όŇ
⎧{
⎨{⎩

𝑦′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡 − 𝜏(𝑡))), 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑓 ,

𝑦(𝑡0) = 𝑦0,
(1.21)

Ō�όʷ ïũόş ĕńç �̦ όǔ ïùà ÿI Ȋ ṷ̈Ʋ ό̭ǒ Ō�όʷ 𝑓(𝑡, 𝑢, 𝑣) 𝐴 ⊆ [𝑡0, 𝑡𝑓) × ℝ𝑑 × ℝ𝑑 �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ėόˁ ë �ύĸŕόƞ �òŕ� όŒ ïùà
ÿI Ȋ ṷ̈Ʋ ό̭ǒ 𝜏(𝑡) ≥ 0 �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ çόī Ġ �ź �Ǿą �όĜ ėόˁ ë�ύĸŕόƞ �òŕ� όŒ ėόˁ ė �όĿ î �ϏĜ �Ġĝ ÿȋ۔ ÿƛàũόʠ ÿƟ 𝑣 ïùà 𝑢 ṷ̈Ʋ ό̭ǒ �Ġ;ź �ʁɔ �ŹόƘ
ėƴŬٔɊόǒ ŏǜ �όŇ ۔ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 𝜉 > 0, 𝑡 − 𝜏(𝑡) > 𝑡0 Ł �ό̰ʽ ë �ŴόĶ (𝑡0, 𝑡0 + 𝜉] ė �Ȣ �όĻù ïùà ë �ŴόĶ [𝑡0, 𝑡𝑓), 𝜏(𝑡0) = 0

Ō�όʷ ïç̪ 
όƋ ù íàîόȵà ņٔύŉàî �Ŭ �ύįà ṷ̈Ʋ ό̭ǒ üόŰ ė �όĿ ïùà ÿI Ȋ üόŰ íŏ�Ȫ �Ƅόǒ ϜĂٔƂϟϔƗ ÿƟ 𝛿 > 0 Ł �ό̰ʽ ë �ŴόĶ [𝑡0, 𝑡0 + 𝛿) çόī (1.21)

ÿI۔ Ȋ ĠȾʂ VƎόǒ
ë۔ �ύĸŕόƞ ïũ �ȴ Ō�όʷ �èàùç ό̭ǒ (Global existence) 13 (Theorem)Ě �ύōïũ �ŻȐ �όŇ

⎧{
⎨{⎩

𝑦′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡 − 𝜏(𝑡))), 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑓 ,

𝑦(𝑡0) = 𝑦0,
(1.22)
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ÿȋ ÿƛàũόʠ ÿƟ𝑣 ïùà𝑢ïùà ÿI Ȋ ṷ̈Ʋ ό̭ǒ Ō�όʷ𝑓(𝑡, 𝑢, 𝑣) 𝐴 ⊆ [𝑡0, 𝑡𝑓)×ℝ𝑑×ℝ𝑑 �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ėόˁ ë �ύĸŕόƞ �òŕ� όŒ ïùà
[𝑡0, 𝑡𝑓), 𝜏(𝑡0) =𝜏(𝑡) ≥ 0 �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ çόī Ġ �ź �Ǿą �όĜ ėόˁ ë�ύĸŕόƞ �òŕ� όŒ ėόˁ ė �όĿ î �ϏĜ �Ġĝ ÿI۔ Ȋ ṷ̈Ʋ ό̭ǒLipschitzŌ�όʷ ïũόş ĕńç �̦ όǔ
ë �ŴόĶ [𝑡0, 𝑏) ė �Ȣ �όĻù ŕόƦà ë۔ �ŴόĶ (𝑡0, 𝑡0 + 𝜉] ė �Ȣ �όĻù ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 𝜉 > 0, 𝑡𝑓 > 𝜏(𝑡) > 𝑡0 Ł �ό̰ʽ ïùà ÿI Ȋ ṷ̈Ʋ ό̭ǒ ë �ŴόĶ 0
[𝑡0, 𝑡𝑓) ė �Ȣ �όĻù þïŪ �όŊ ė �όĿ Ū �όŊ ،ÿI Ȋ î �Ŭ �ύį ą �όĜ Ł �όŇçόű ÿƟ 𝑡0 < 𝑏 ≤ 𝑡𝑓 ،üόŰ Ęíą �ύĜ �ï ÿȋ Ęíą �ύĜ �ï íŏ�Ȫ �Ƅόǒ çόī (1.22) Ęíŕόƞ �êç �Ŭ sόį

ÿI۔ Ȋ íũ �όʠžόǔ Ō�όʷ
ë �ŴόĶ �èïžόǡ ýçόȵ Ęíą �ύĜ �ï ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ ĠȾʂ VƎόǒ Ō�όʷ �ăόƗçόŰ ėόˁ ũ �όʠ ،ÿI Ȋ ç �Ŭόʾ �ă�όİą 
όĜ Ūόƞ ?? Ě �ύōïũ �ŻȐ �όŇ ÿ �Ŏ ïũ �Ż ٔύįàï ;í ،ë �ŴόĶ [35]

[27, Ūόƞ �ë �Ŵ ٔόěïç �όĲ ÿƛàù Ϝ ϝā�ƂϟȐϟϏƣ ï ĕ �żɊ �ɅόƬí Ě Iɶ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ �èęĎόĶç̥όǔ ýçόȵ ïùà �é �όĞĠ 
Ī tŹ uόě î �ϏĜ �Ġĝ ÿI۔ Ȋ õ �ƄόǇŪ �όŊ ņό˂ 12 Ě �ύōïũ �ŻȐ �όŇ
ëtŴI۔ όĵ HϜĂ�ƂUϖį í ėƪàũόʠ çόī �èç �όŰ ėƪàũόʠ ë �ŴόĶ ðà ïùà 45]

HϜħ �ȲUϗĹ ŏόţ ÿƟ ÿ �Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ DDEs 1 .9

ÿI۔ Ȋ ņƫà ;í ĕ �ż 
όǇùï Ō�όʷ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ņ�ύŉ ą �ϏĜ �ŏ �ɳ �όň Ł �ό̰ʽ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ ÿ �Ŏ Ě Iɶ êç I̫ �όœ
ė �Ȣ �ύĹŏόţ çόī �èąόĶàî �όĲà ÿƟ ÿ �Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ DDEs 1 .9 .1

�èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ýçόȵ Ō�όʷ [𝑡𝑙, 𝑡𝑙+1] êũ �Ȥ �όĻù ïą �ύĜçˮόƜ ÿȋ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ÿƟ üόŰàĠĝ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ
DDE Ōƾ �Ŭ ό˄űà ÿI۔ Ȋ ç �Ŭ ό˄ű ç �όŰ ç �Ŭόʾ üόŰ Ō�όʷ ïũόş ÿƟ

𝑦′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡 − 𝜏)), 𝑡 > 0, (1.23)

ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í Ūόƞ 𝑦(0) = 𝑦0 �ăόƗçόŰ ņٔύŉàî �Ŭ �ύįà ïùà ÿI Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ �êç �Ŭ sόį Ō�όʷ 𝑡 ∈ [−𝜏, 0) Ł �όŇçόű ÿƟ 𝜙0(𝑡) �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ņٔύŉàî �Ŭ �ύįà
ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç �Ŭόʾ üόŰ Ō�όʷ ïũόş ÿƟ Ġ�ź �ʁ �όň �ï ņό˂ �èàùç ό̭ǒ

𝑦′
1(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑦1(𝑡), 𝜙0(𝑡 − 𝜏)), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜏,

𝑦′
2(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑦2(𝑡), 𝑦1(𝑡 − 𝜏)), 𝜏 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜏,

⋮

𝑦′
𝑛(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑦𝑛(𝑡), 𝑦𝑛−1(𝑡 − 𝜏)), (𝑛 − 1)𝜏 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛𝜏,

(1.24)
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𝑛 ∈ ℤ+. êç I̫ �όɸ

ë�ύĸŕόƞ۔ ïũ �ȴ Ō�όʷ ēà ē ;í ē ;í Ęíçόű ʺ �όěà Ł �όŇçόű ÿƟ Ġ�ź �Ǿą �όĜ ṷ̈Ʋ ό̭ǒ 14 ûç 
Ŭόǒ
𝑦′(𝑡) = 𝑦(𝑡 − 1) (1.25)

Ł۔ �όŇçόű ÿƟ 𝑦(0) = 1 �ăόƗçόŰ ņٔύŉàî �Ŭ �ύįà ïùà 𝑦(𝑡) = 1, ∀ 𝑡 ∈ [−1, 0] �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ņٔύŉàî �Ŭ �ύįà
DDEs ϜĂٔƂϟϔ˰ ÿ �Ŏí Ō�όʷ [0, 1] ė �Ȣ �όĻù Ě Iɶ K Ϝ GϝĦƹU̫Uύœ ،ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà Ūόƞ ûç �Ŭ �όǥ ēíç �Ŭ �ų �όě ÿƟ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ÿƟ �èąόĶàî �όĲà

ëtŴI όĵ ÿ �Ŏŕόƞ ü �ύěî �Ŭ �όį ë �ŴόĶ ODE ïç �ƒ �Ʌό̘ íũ �όʠ Ġ�ź �Ȁ Ūόƞ

𝑦′
1(𝑡) = 𝜙0(𝑡 − 1)

ðą �όĜ þïç̪ Iόɾ ،ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī üƠ 
όȜ ûŌǍ �Ŭ qų Vόěà ņό˂ üόŰ �èà 𝜙0(𝑡)۔ = 1, 𝑡 ∈ [−1, 0] êç I̫ �όɸ
۔ ÿI Ȋ ∀ 𝑡 ∈ [0, 1]

𝑦′
1(𝑡) = 𝑦(0) + ∫

𝑡

0
𝜙0(𝑠 − 1)𝑑𝑠

= 𝑦(0) + ∫
𝑡

0
1𝑑𝑠

= 𝑦(0) + 𝑡

= 1 + 𝑡

[1, 2] ė �Ȣ �όĻù Ě Iɶ ėόˁ K Ϝ GϝĦƹU̫Uύœ ÿȋ ðà ،ÿI Ȋ ą �ύĜç �όŰ ą �όĜç �όŰ ë �ŴόĶ [0, 1] (ÿI Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç �Ŭόʾ Ęïç 
όűà ÿȋ �öŏόţ ņό˂ 𝑦1(𝑡) ) 𝑦(𝑡) �èà
Ūόƞ (1.25)DDE Ō�όʷ

𝑦′
2(𝑡) = 𝑦1(𝑡 − 1)
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Ō�όʷ 𝑡 ∈ [1, 2] ÿI۔ Ȋ 𝑦1(𝑡) = 1 + 𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1] êç I̫ �όɸ ëtŴI۔ όĵ Ϝ ϝā�Ƃϟ ϟ˄όű ŕόƞ Ěόƞ ʺ �όě ODE ïç �ƒ �Ʌό̘ íũ �όʠ Ġ�ź �Ȁ Ō�όʷ ïũόş ÿƟ
ðą �όĜ þïç̪ Iόɾ ،ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī üƠ 
όȜ ûŌǍ �Ŭ qų Vόěà ņό˂ üόŰ

𝑦′
2(𝑡) = 𝑦1(1) + ∫

𝑡

1
𝑦1(𝑠 − 1)𝑑𝑠

= 𝑦1(1) + ∫
𝑡

0
(1 + 𝑡)𝑑𝑠

= 𝑦1(1) + 𝑡 + 𝑡2

2

= 2 + 𝑡 + 𝑡2

2

𝑡 ∈ [1, 2] ،à �î ٰI̫ όƮ ÿI۔ Ȋ
𝑦2(𝑡) = 2 + 𝑡 + 𝑡2

2 .

üόǚçόŰ üόŰ ė �όĿũƳ̨όȘ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭ ό˄ű Łόƞï ēïç �όŰ Ūόƞ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ðà ą �ύĜç �όŰ ž IόǶ ë �Ŵ I̫ �όœ üόǚçόŰ üόŰ ė �όĿũƳ̨όȘ ʺ �όě �é �όǥ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ
�é Iʊ �όœ ÿȋ ē �Ġ�ź �όĿ �ŕόƚŌǍ �Ŭ qų Vόěà ë �ŴόĶ HϜ ϝ Ϟĥ �U̸Ǝ Wϟų Vϟόě ÿƟ �é �όĞù Ō�όʷ Ęíą �ύĜ �ï �ë˄ �ŬόƗ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭ ό˄ű Łόƞï ēïç �όŰ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ĕȏ �όŇ ņٔόŉŪόƞ ʺ �όě ÿ �Ŏŕόƞ

ą �όĜž IόǶ üƠ 
ɒόǒ �é Iʊ �όœ ą �όĜŕόƞ �î �όŰà ė �ʁ �Ǝ Wų Vόě ņٔόŉŪόƞ ë �ŴόĶ þïą �όĜ ÿƟ üόŰ ÿȋ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ �éόǇïí ðà ïùà ëtŴI όĵ ÿ �Ŏç �όŰ ž IόǶ ü̬ �όȅŪ �όŊ
ÿI۔ Ȋ

ė �Ȣ �ύĹŏόţ çόī �ë 
Ɋ �ŹόĶïç �̦ Ɍ �όķàŌ;όʷ ñ �ŹƱ �όĜęč 1 .9 .2

ë۔ �ύĸŕόƞ ïũ �ȴ Ō�όʷ �èàùç ό̭ǒ
𝑦′(𝑡) = 𝑐𝑦(𝑡 − 1) + 𝑓(𝑡) 𝑡 > 1, (1.26)

ÿI Ȋ ç �ŬƲόĶ Ō�όʷ HϜ ϝā�ƂUųϟϏƘ �Ġĝïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ ðęĎ �όĜęč �öŏόţ êŪ �όŊùí Ł۔ �όŇçόű ÿƟ 𝑦(𝑡) = 𝑔(𝑡)� 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ņٔύŉàî �Ŭ �ύįà
∫

∞

1
𝑦′(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 = ∫

∞

1
𝑦′(𝑡 − 1)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 + ∫

∞

1
𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

𝑦(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 − ∫
∞

1
𝑦′(𝑡)(−𝑠)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 = 𝑐 ∫

∞

0
𝑦′(𝑢)𝑒−𝑠(𝑢+1)𝑑𝑢.
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ÿI Ȋ ç �Ŭ �Ϗį í ė �όĿ 𝑦(𝑡)𝑒−𝑠𝑡 → 0𝑎𝑠𝑡 → ∞, ë�ύĸŕόƞ �òŕ� όŒ

−𝑒−𝑠𝑦(1) + 𝑠 ∫
∞

1
𝑦(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 = 𝑐𝑒−𝑠 ∫

1

0
𝑦(𝑢)𝑒−𝑠𝑢𝑑𝑢 + 𝑐𝑒−𝑠 ∫

∞

1
𝑦(𝑢)𝑒−𝑠𝑢𝑑𝑢.

ÿI Ȋ ðą �όĜ þïç̪ Iόɾ ŏǜ �όŇ 𝑠 − 𝑐𝑒−𝑠 ≠ 0, ë �ŴόƘ �êąόĶ ĕȏ �όŇ ė �όĿ
∫

∞

1
𝑦(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 =

𝑐𝑒−𝑠 ∫1
0 𝑦(𝑢)𝑒−𝑠𝑢𝑑𝑢 + 𝑒−𝑠𝑦(1) + ∫∞

1 𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
𝑠 − 𝑐𝑒−𝑠 . (1.27)

ÿI۔ Ȋ ç �Ŭ ό˄ű ç �όŰ ç �Ŭόʾ ŪόƦęč Ūόƞ ;ăόƗà ÿƟ ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ ñ �ŹƱ �όĜęč ėόˁ ë�ύĸŕόƞ �òŕ� όŒ

𝑦(𝑡) = ∫
(𝑏)

⎛⎜
⎝

𝑐𝑒−𝑠 ∫1
0 𝑦(𝑢)𝑒−𝑠𝑢𝑑𝑢 + 𝑒−𝑠𝑦(1) + ∫∞

1 𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
𝑠 − 𝑐𝑒−𝑠

⎞⎟
⎠

𝑒𝑠𝑡𝑑𝑠, (1.28)

àž IόǶ ýũƳ̥όǔ ÿȋ ðà ÿI۔ Ȋ ą �όĜž IόǶ à ;Ō�όʷ ĕ �Ņçόī 𝑏 ë �ŴόĶ ñ �όǥ ،ÿI Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç �Ŭόʾ Ō�όʷ 𝑅𝑒(𝑠) = 𝑏 �ë ٔόĸęč ēíũʦόɼ Ūόƞ ûŌǍ �Ŭ qų Vόěà êç I̫ �όɸ
ė �όĿ ŕόƦà ÿI Ȋ �éόǇïí �ſƳ̥ �όĹ ë �ŴόĶ (1.28) ėόˁ ė �όĿ ïùà ،ëtŴI όĵ þ ;Ō�όʷ ë �ŴόĶ �ë �ŴƱ �όĜ ĤǤíàٓ ë �Ŵ ٔόěą �όĜ ùŌ�ώʷ �ï ýç̪ �όŤ ÿƟ 𝑠 − 𝑐𝑒−𝑠 ėόˁ
،õ �ƄόǇŪ �όŊ ņό˂ �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ،ýç̪ �ɥ �όȔà �ë �Ÿ ό̥ǔ ÿƟ üόŰ HϜ FϝāɛUŷUόŰ êũ �Ȥ �ώĹ ŏόţ ŌǍ �ώĜ í ،ë �ŴόĶ [27] ۔ êž IόǶ �ëŴ̪ٔʢόȘ 𝑅𝑒(𝑠) < 𝑏 ŏ�Ȫόǡ ýç̪ �όŤ
ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ûç �Ŭ �όǥ ėƪíç �Ŭ �όį Ō�όʷ ýçƠɍ WƎόǇà ÿƟ ėƴŬٔɊόǒ ïùà ÿ �Ŏùï ĕ�żόǒęĎόȵ Ġ �ź �Ȁ ÿƟ üόŰ Ł �όŇçόű Ł �όŇçόű ÿƟ Ě �ŽɊ �Ȧ �όĹ ņό˂ �èç �Ŭόǁũɟ �όȕ

ÿI۔ Ȋ
ė �ŵ �ų̪ �ʣ �όň ēíîόȵ íç̪�ƍόȶà ü �όěç �όĲ ʺ �όěà çόī FϜ ϝĦ �ȲUƄϟύŝ òç �όŰ ʺ �όěà ÿƟ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ î̧ �Ȭόǔ çόī ÿƛç �̦ όǔ ðà

�ë�ύĸŌ �όʷ �êçόűàٓ ņό˂ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç I̫ ό˗ �èàùç ό̭ǒ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį FϜĂɛUόǥ ÿI Ȋ ą �όĜŕόƞ 
ñ tŹ uόě
üƠ 
όȜ

𝑦′(𝑡) = 𝑟𝑦(𝑡) + 𝑠𝑦(𝑞𝑡), 0 < 𝑞 < 1, 𝑡 ≥ 0, (1.29)

(proportional-delay) Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ Ęŕόƞ Vî �όĜ çόī �èàùç ό̭ǒ �êà ë �ŴόĶ �èíà Ł �ό̰ʽ ÿI۔ Ȋ 𝑟, 𝑠, ∈ ℂ êç I̫ �όɸ ÿI۔ Ȋ
�éόǥç �όǚù ņό˂ ĠI őç �̨όȘ ņ�ύŉç �Ŭ �όǁą �ύĜï ïùà ĕȯ �Ƅόŝ ÿȋ �é Iʊ �όœ �èàùç ό̭ǒ ė �όĿ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ Ō�όʷ ïũόş ÿƟ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņό˂

، �è �î �όŰ ĕ �ż 
όǇùï ë �ŴόĶ êç 
̭ ˄ I̫ όʳ ، �èç �Ŭόʾ ŏόŢ ņό˂ Ě ;ŽɊόŖ �ë 
Ɋ˄ �ŬƲόī ;ă�ύİŕόƞ ;î �Ŭ Iόǋ ïùùà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ũ �Ż ;ύį žόǔŪόƞŪόƚ ĕ �ŅŌ�όʷ HϜ FϝāɛUŷUόŰ ëtŴI όĵ ņ� ύŉŕόƞ
BVPs،IVPs۔ė �ϐĿ ŏ �ɴ �όȔ ņ�ύŉçƠόȟà ïùà ،û ;íąόĶ çόī ĕ �ŅŌ �όʷ ņό˂ ü �ŬόǇ ،ü ٔόěç ό̭ǒ ÿƟ Ě �ŽɊ �Ȧ �όĹ ë �ŴόĶ ēïũ �ŻȐ �όŇ Ġ �źʧ �όŤ ،ïç̨ �όƇ ïç̨ �όƇ ė �ϐĿ ŏ �ɴ �όȔ
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�èç �όĲęĎόǅà ÿƟ �êà Ł �όŇçόű ÿƟ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í ï ;íïàٓ ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ ïùà ، �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ýç �̨ �όȔ ،üόŰ ēíîόȵ ÿƟ
ÿI۔ Ȋ ĕżٔό˰ ņό˂ 
éɅ �όň ë �ŴόĶ �èàŪ �όŊà ü �ώě �í ė �Ǿïî �Ŭόǒ Ō�όʷ

î̧ �Ȭόǔ çόī ėƪç �̦ όǔ 1 .10

ēíîόȵ ĕ ]ż �όį ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ tų 
̭ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņό˂ (proportional delay) Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ �ſ �Ż �Ȧɋ �όň ė �όĿ
ĕɯ �όȕ Ġ�ź �Ȁ ïùà ĕɯ �όȕ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ çόī �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ Ęî 
όű Ě �ŽόǒŌ�όʷ ïùà ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ çόī �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ÿI۔ Ȋ ņ�ύŉŕόƞ ïç �Ŭ �όį ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ
ü �Ŭ tų 
̭ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ýç �̨ �όȔ ïùà ،(IVPs)ï ;íïàٓ ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ ،(BVPs) ėƴŬٔɊόǒ çόī ũ �ŻƲ �όĜù ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ ،(IVPs)ü ٔόěç ό̭ǒ ÿƟ ïî �όĲ ņٔύŉàî �Ŭ �ύįà

�ġ ٔύňç �Ŭ Vόį Ł �όŇçόű ÿƟ �ăό˰ęč ü �Ŭ 
Ɋ �Ź ;όěũ �Ż uų ό̪˒ Ěόƞ ïùà ĕǌ �ŬόǇïí ĕƽόȵà ë �Ŵ̪ �ƍ ό˄űà ė �όĿ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ą �όĜç �Ŭ �όį ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ
Ł �όŇçόű ÿƟ ĠĪ �ŹόűùŌ�όʷ Intel i5 ë �ŴόĶ MATLAB 2017 �Ġ�ź 
Ɏ �ŹόƘũʦόƋ Ō;όʷũ �Ż uų ό̪˒ ýç̪ �όŤ ëtŴI۔ όĵ ĕ �żȐόƣï �é �ŮόǥęĎόǚ ņό˂ ÿ �Ŏŕόƞ àî �Ŭ uόį
ü̬ �όȅŪ �όŊ Ěόƞ ë �ŴόĶ FϜħƹUϕĜ ç �̦ όǔ ÿƟ Ě �Ž ό˄űà ēíîόȵ ŌǍ �ώĜ í ë �ŴόĶ êũ �Ȥ �ώĹ ŏόţ �êà ëtŴI۔ όĵ ϜĂٔƂϟϔʾ Ō�όʷ �ë �Ŵ 
̭ όǒ ;ă�όİ 16GB RAM 64

ëtŴI۔ όĵ üόĶç 
όű �èą �όĜç ό̭ǥ ĕ �żόǇí
ėόˁ ç �όŰ çόī ėƪç �̦ όǔ 1 .11

;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ ýç̭ �όĞà �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ �èç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í proportional delay ë �ŴόĶ ñČ �̼̬ �όŇ
�éόǇç �Ŭ WųόĶ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ÿ �Ŏ Ě Iɶ ،ë �ŴόĶ 2 �èą �όĜ ÿI۔ Ȋç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ûç �Ŭ �όǥ ėƪíç �Ŭ �όį Ō�όʷ ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ

ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ ;é �ŮƲ �̩ �όňŌ�ώʷ ;í ،3 �èą �όĜ ÿI۔ Ȋç �Ŭόʾ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ tų 
̭ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņ; ύŉçƠ �ώȚ ï (proportional delay) Ġ�ź �Ǿą �όĜ
�ſƳ̥ �Ƅόǒ ÿȋ ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ēíîόȵ ĕ �ż �ųόĶ Ō�όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ üƠ 
όȜ ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ÿƟ ü ٔόěç ό̭ǒ ÿƟ ũ �ŻƲ �όĜù
;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í Ġ �ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ðũ �Ż �ų �Ŭ ;ųƱ̪ �ƍ ٔόįçόű ë �ŴόĶ 4 �èą �όĜ ÿ �Ŏ Ě Iɶ ÿI۔ Ȋ

ùĠ;źˆ �ŬόƗà ėόˁą �όĜ ÿI Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ 
ñ tŹ uόě ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ çόī �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ Ęî 
όű Ě �ŽόǒŌ�όʷ ،ë �ŴόĶ 5 �èą �όĜ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭόʾ ûç̪Ɩ �ƄόǇà ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ çόī �Ō�ώʷ Ġ �źǼ
Ě Iɶ ،ë �ŴόĶ 6 �èą �όĜ ۔ Ϝħ ϟːϏű ç �όŰ ç �Ŭόʾ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį ĕ ;żƲόĶ ņƫàù �é �Ů �ύįŌ �όʷ ĕٰƽόȵà ņƫàù ÿ�Ŏž IόǶ àî �Ŭ uόį ë �ŴόĶ ñ ό˄Ķç �Ŭ ]ύįà ;í
ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņ; ύŉçƠ �ώȚ ï Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ņό˂ ï ;íïàٓ ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ ïùà ç �Ŭόʾ ûç �Ŭ �όǥ ėƪíç �Ŭ �όį Ō�όʷ �èàïũɟ �όȔ Ł �ό̰ʽ ÿƟ ñƩũ˅Ƽ �Ŭόʾ ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ ÿ �Ŏ

ÿI۔ Ȋç �Ŭόʾ üόŰ ÿȋ ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ �ë 
Ɋ �ŹόʼŪόƚũ˅ �Ŭ 
Ɋ �ŹόʼŪόƚŪόƞ íç̪�ƍόȶà ü �όěç �όĲ ʺ �όěà Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ
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2 �èą�όĜ
�èàùç̭όǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņ ;ύŉ çƠ �ύȚï Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ėȣ �ύĹï �í ÿƟ ė �Ȣ �ύĹŏόţ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ

üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ çόī
�öïç̥ �όĹ 2 .1

ëtŴI۔ όĵ ÿ �Ŏ �éɅ �όň ÿƟ ðęĎόī ņό˂ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ĕɯ �όȕ Ġ�ź �Ȁ(RDEs) �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í(Riccati)ņ;ύŉçƠ �ώȚ ï
ą �ύĜç �όŰ ç �Ŭόʾ ėȣόƙç̨όȘ Ō�όʷ ÿ �Ŏç̪ �ƍ uόį õ �ƄόǇù çόī êŪ �όŊàùç ό̭ǒ �êà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ �øęĎόǅà ÿƟ ðà ïùà ü ٔόěç ό̭ǒ íî̥ �Ƅόǒ ÿƟ ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň ēĠȾόȗ
ç �Ŭ �Ϗį í ç �Ŭ �όį �éɊ �ɅόƬí Ūόƞ �ëtŴ �όě �êç̬ �όȅ ņό˂ üόŰ ÿƟ êŪ �όŊàùç ό̭ǒ �êà ė �όĿ ،ÿI Ȋ ë �Ŵ I̫ �όœ �êçόűàٓ ą �όĜŕόƞ üόŰ Ō�όʷ ïũόş ġ �όɃàù ïùà ،ÿI Ȋ

:ÿI Ȋ ç �Ŭόʾ ïũ �ȴ Ō�όʷ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í Riccati ü �ώě �í �ìïí ÿ�Ŏ Ě Iɶ ،êç I̫ �όœ ÿI۔ Ȋ

𝑦′(𝑡) = 𝑞1(𝑡) + 𝑦(𝑡) (𝑞2(𝑡) + 𝑞3(𝑡)𝑦(𝑡)) , 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑓 , 𝑦(𝑡0) = 𝑦0, (2.1)

ýũƳ̥όǔą �όĜ𝑦(𝑡))ïùà ëtŴI όĵ ü �̦ �ƄɊόǒ ēî �ύĜî �όĜàžόǡ𝑦(𝑡0)ïùà𝑡0, 𝑡𝑓 ،ëtŴI όĵ ṷ̈Ʋ ό̭ǒ𝑞3(𝑥)(≠ 0)ïùà𝑞1(𝑡), 𝑞2(𝑡)êç I̫ �όɸ
ÿI۔ Ȋ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ

ÿI۔ Ȋ ç �Ŭ ό˄ű ç �όŰ ç̬ ό̱ư ÿȋ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ü �ώě �í ė �Ǿïí Ūόƞ Ěǩ �όĞ ņό˂ (proportional-delay) Ġ�ź �Ǿą �όĜ- �éόǇç �Ŭ WųόĶ ÿƟ ðà

𝑦′(𝑡) = 𝜓(𝑡) + 𝑏𝑦(𝑡) + 𝑐𝑦(𝛼𝑡)(𝑑 − 𝑦(𝛼𝑡)), 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑓 , 𝑦(𝑡0) = 𝑦0, (2.2)

ʺ �όěà(2.2) 0 < 𝛼 < 1 �é �όǥ ÿI۔ Ȋ𝛼 ≠ 1ïùà ṷ̈Ʋ ό̭ǒ𝜓(𝑡) ,𝛼 > 0ïùà,𝑐 ≠ 0, 𝑏, 𝑑, 𝑦0 ∈ 𝐶êç I̫ �όɸ
Ě �ύōïũ �ŻȐ �όŇ Picard-Lindelöf ÿI۔ Ȋ ą �όĜŕόƞ àî �Ŭ uόį �èàùç ό̭ǒ ;î̭ �όķàù ;î �όĜà𝛼 > 1ėˆ �Ŭ �όǥ ،ÿI Ȋ ą �όĜŕόƞ àî �Ŭ uόį �èàùç ό̭ǒ ;í ;íïç ;Ŭ �Ϗį ï



30 üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ çόī �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņ; ύŉçƠ �ώȚ ï Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ėȣ �ώĹ ï �í ÿƟ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ .2 �èą �όĜ

ÿȋ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í Riccati ÿI۔ Ȋ íŏ�Ȫ �Ƅόǒ ė �όĿ ïùà ëtŴI όĵ íũ �όʠžόǔ üόŰ ÿƟ (2.2) ïùà (2.1) ėόˁ ÿI Ȋ �Ɓ �όŊç̨όȘ ÿƟ
ë۔ �Ŵ̬ˍ �όĜí [14, 75, 90, 91] ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ �èç̥όƙç̨όȘ î �ϏĜ �Ġĝ �ſƳ̥ �Ƅόǒ

ÿ�Ŏž IόǶ ĠI őç �όǅ Ō�όʷ ÿ �Ŏç̪ �ƍ uόį þ ;Ō�όʷ ë �ŴόĶ �é �ŮόʾŌ �όʷ ņό˂ úïù ;é �Ů �όį ïùà Ě ;ŽɊόŖ Ǹ �όěĠ;źƴ �όĲ �êç̪ƻόī ،ü ό̪ɼ �é �Ů �ύįŌ �όʷ ÿ �Ŏ RDEs

ïùà ëtŴI όĵ �Ġ�ź 
Ɏ �Źόʼ ĕƽ �Ŭ tώį à Ęíą �ύĜ �ï �é Iʊ �όœ ë �ŴόĶ �êàî �Ŭόǒ ÿƟ ēĠ;źɎʥ �ƍόʾ Ě ;Ž �ύįàŪόƞ ،ñ˄ �Ŭ �ų˃ �Ŭόǒ Ě ;Ž �ύįàŪόƞ úĠ;ź �ū̪ �ƍόǇ Ġ�źǼ ÿƟ ðà ëtŴI۔ όĵ
ïùà �ŕόƚ ;íąόĶ úĠ;ź �ūόĶŪ �όŊçόīà ،ü ٔόěç ό̭ǒ ÿƟ ē �ïą �όĜ ،ĕ �ɉą �ύĜï ņ�ύŉç �ŬόƗąόĶ ،ēïũ �ŻȐ �όŇ ûùĠ;ź Vūόʼ ʺ ;ŬɊόʾç ;ŬόǇ ،ûùĠ;ź Vūόʼ �ë �ώĸ Ġ�ź Iʌ �όœ ė �ϐĿ ŏ �ɴ �όȔ

ëtŴI۔ όĵ ÿ �Ŏŕόƞ àíà ïàíŕόƞ ēî �ŬƲόī ë �ŴόĶ �řʮ �ƍό˰ ʺόĶç �Ŭ ]ύįà ;í
ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ àïŪ �όŊ Ūόƞ î̧ �Ȭόǔ ïùà ÿI Ȋ ēïùĠ �Ő ë �ŴόĶ ü̪όɼ physical applied ÿȋ �é Iʊ �όœ Ǹ �ŬόƗ ;íąόĶ ÿȋ Ġ�ź �Ǿą �όĜ

،ē �ïçόű ėƴ̧ �ƈ �όĞ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ûç̪Ɩ �ƄόǇà Ō�όʷ ïũόş êą �όĜç̪ �όŤ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ
úŏɳ WƎόǒ ēĠ�ź �Ǿą �όĜ ïùà ñόʿ ïù ;é �Ů �όį ûïũ �Ż �όį ،ĕ �ŅŌ �όʷ ēíç̧ Wƈ �όĞà ،ü ό̪ɼ ņ�ύŉç̪ɗ �όǥ ،ņ�ύŉç �Ŭ �ύį ç �Ŭόǥ ،Ǹ �ŬόƗ ;íąόĶ ņ� ύŉç �Ŭ �όǁą �ύĜï ņό˂ �ŌƾƠ �Ɖʥ �ƍόʾ
Łʶ �ώĜ í ë �ŴόĶ �èç �όŰ ėƪàũόʠ [23, 34, 59, 76] ņٔόŉŪόƞ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ �øęĎόǅà î �ϏĜ �Ġĝ ÿƟ RDEs ،ëtŴI όĵ ņ� όŉž IόǶ àî �Ŭ uόį ėƪç̩ό̘ ęč ë �ŴόĶ ϜĂɨϟόȕ

ÿI۔ Ȋ ç �Ŭ ό˄ű
ïùà ÿI Ȋ ą �όĜŕόƞ üόǚçόŰ ė �ǾŪ �όŊ ėƴŬٔɊόǒ çόī ÿ �Ŏŕόƞ 
ðęĎ �όĜ üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ çόī �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í �êà ،ë �ŴόĶ êžόǲŌ�όʷ ė �ŵόƗçόŰ

ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ üόŰ ēíîόȵ ÿƟ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í Riccati ÿI۔ Ȋ ç �ŬόƗ Ę VŌ ٔόʷç �όŰ çόī ðà ÿ�Ŏ êŪ �όŊàí ĕ �ɉą �ύĜï ÿȋ �é Iʊ �όœ
variational iteration method(VIM)[38], the modified HϜħ �ȲUϖĹ ŏόţ ϜĂٔƂϟϔ˰ ϜĂ�Ƃϟϔʾ ûç̪Ɩ �ƄόǇà ÿȋ K Ϝ GϝĦƹU U̫ύœ
variational iteration method(MVIM)[1], homotopy perturbation method(HPM)[16],

differential transform method(DTM)[75], Bezier curves method [40]. Reproducing

çόī .kernel Hilbert space method(RKHSM)[49] ïùà Bezier control point method [39]

Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ēĠ�ź ό̂ư Ġ �ź �Ȁ Ł �ό̰ʽ ë �ŴόĶ ÿI۔[23] Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç �Ŭόʾ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ 
ðęĎ �όĜ üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ çόīRDEsĠ�ź �Ǿą �όĜ ûç̪Ɩ �ƄόǇà
üόŰ ÿƟ ėƴŬٔɊόǒ ÿ�Ŏ �÷ �ƄɞόȘ ،ë �ŴόĶ [5] ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ûç �Ŭ �όǥ ėƪíç �Ŭ �όį Ō�όʷ üόŰ ņ�ύŉ ą �ϏĜ �ŏ �ɳ �όň Ě �Ž �όį ÿƟ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņό˂
ÿƟ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ ʺ ;ŬɊόʾç ;ŬόǇà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ ïç �Ŭ �όį Ě �Ž ό˄űà ĕńî �όĲ ʺ �όěà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�ŎçˮόƜ �ă�ώİ ŏ�Ȫ �όĹ çόī

�é �ŮόƗũʦ 
όƋ ēíîόȵ ÿƟ üόŰ Ō�όʷàũ �Żόǒ �ë �Ÿόȵ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ �èàùç ό̭ǒ Duffing Ġ�ź �Ǿą �όĜ ÿ �Ŏ [80] ç۔ �Ŭόʾ ėȣόƙç̨όȘ çόī �ìęĎόȵ ēíîόȵ
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ÿƟ üόŰ Ō�όʷàũ �Żόǒ ÿƟ �èàùç ό̭ǒ Duffing Ġ�ź �Ǿą �όĜ ēĠ�ź �Ǿ Ō�όʷ íç �Ŭ �ų �όě ņό˂ �èą �όĜç ό̭ǥ ēíîόȵ Ęî 
όű �Ɓ �ϏŊ î̧ �όȔ ïùà ç �Ŭόʾ ėȣόƙç̨όȘ çόī
ç۔ �Ŭόʾ ėȣόƙç̨όȘ çόī íũ �όʠù Ę �ïũ �ɋό̘

RDEs ë �Ŵ̪ Iόɾ ė �όĿ ïùà ÿI Ȋ Ěόƞ �ăό˰ęč ü �Ŭ 
Ɋ �Ź ;όěũ �Ż uų̪ό˒ ņό˂ ñ �όǥ ÿI Ȋ ą �όĜŕόƞ 
ñ tŹ uόě ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ēíîόȵ ʺ �όěà î̧ �Ȭόǔ çόī �èą �όĜ ðà
ïąI όĵ ÿȋà ïùà ÿI Ȋ Ō�όʷ íç �Ŭ �ų �όě ņό˂ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ė �όĿ ˭çό۔ þí �è �ïç �όŰà ņό˂ ÿ �Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ RDEs Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ïùà
ü �ύěî �Ŭ �όį ë �ŴόĶ ýç �̨ �όȔ ÿƟ �èàùç ό̭ǒ ēĠ�ź �ʁόƬà Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ėόˁ ÿI Ȋ ė �όĿ ûç �Ŭ �όǥ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ą �ύĜí ýą �όĜ çόī ;î̬ �ƌ �ųόĶ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù
Ō�όʷ ü ٔόěç ό̭ǒ ĕɯ �όȕ Ġ�ź �Ȁ Ł �όŇçόű Ł �όŇçόű ÿƟ ēĠ�ź ό̂ư Ūόƞ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ðà ۔ ϜħːϟϏű ç �όŰ ç �Ŭόʾ üόǚçόŰ üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ÿȋ ñ �όǥ ÿŎٔç �όŰ ç �Ŭόʾ

ëtŴI۔ όĵ ÿ �Ŏž IόǶ îόĶàٓŌ�όʷ �ġ ٔύňç �Ŭ Vόį à �ŕ� όŒà î �Ŭόǒà �é Iʊ �όœ ïùà ÿI Ȋ ą �ύĜç �όŰ ą �όĜąόĶ �ïàٓ ĕȏ �όŇ

�ë 
Ɋ�ύķŌǍ �Ŭ qų Vόěà çόī ðà ïùà �ĠĪ tŹ sόě ;é �ŮόƗŪ �ύŊù Haar 2 .2

ĕ�żȧ �όĹ ،ëtŴI όĵ ïçόīïí ûç̥ �όĻà ēíç �Ŭ �ų �όě ùí ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ Ġ�źʧƖ �όĹ ņό˂ Ō�όʷ [Γ1, Γ2] {𝔥𝔦(𝑡)}∞
𝑖=1 Ě ;ŽɊόŖ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù Haar

:( ;é �ŮόƗŪ �ύŊù �èą �όĜ) �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ Ǹ �ŬƲ �Ŭ ό˄űà Haar .(à)

𝔥1(𝑡) = 𝕀[Γ1,Γ2)(𝑡). (2.3)

;é �ŮόƗŪ �ύŊù êąόĶ .( �è)

𝔥2(𝑡) = 𝕀[Γ1,(Γ1+Γ2)/2)(𝑡) − 𝕀[(Γ1+Γ2)/2,Γ2)(𝑡), (2.4)

�ë 
Ɋ �ŹƱ̭ �όķàŌ ;όʷ Ūόƞ 𝑘 ïùà �ë 
Ɋ �ŹƱ ٔόĜà ;í Ūόƞ 𝑗 ، ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏç �Ŭ �όį �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ �èà ÿI۔ Ȋ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ Ġ;ź �ū˃ �όĜ qî �όĜà 𝕀[𝑎,𝑏](𝑡) êç I̫ �όɸ
ë۔ �ώĸ í ÿ �Ŏž IόǶ Ġ;ź �ūόĶàĠ �ź uόĿ
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:ÿI Ȋ ĕżٔό˰ ņό˂ ìŏόţ ðà �÷ �ύľŏȩ �όĹ ņό˂ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù Haar i-th ŏǜ �όŇ

𝔥𝑖(𝑡) =

⎧{{{{{
⎨{{{{{⎩

1 for 𝑡 ∈ [𝜗1(𝑖), 𝜗2(𝑖))

−1 for 𝑡 ∈ [𝜗2(𝑖), 𝜗3(𝑖))

0 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒,

(2.5)

𝜗1(𝑖) = Γ1 + (Γ2 − Γ1)𝑘/2𝑗, 𝜗2(𝑖) = Γ1 + (Γ2 − Γ1)(𝑘 + 0.5)/2𝑗, 𝜗3(𝑖) = êç I̫ �όɸ
ġɱɐʥ �ƍ �ɪόȗ ņό˂ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù 𝑗 êç I̫ �όɸ 𝑗 = 0, 1, … , 𝐽 ,𝑖 = 2𝑗 +𝑘 +1 ñ˄ �ώĜ qî �όĜà Γ1 +(Γ2 −Γ1)(𝑘 +1)/2𝑗.

ÿI۔ Ȋ 𝑘 = 0, 1, … , 2𝑗 − 1 ïùà ÿI Ȋ
ë�ύĸŕόƞ۔ ü �ώě �í �éɊόǥ �éόǥç �όǚù ņό˂ ñ tŹ �ŬόǇà ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïùà ñ tŹ �ŬόǇà �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ Ǹ �ŬƲ �Ŭ ό˄űà .( �è)

𝑉𝑗 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{2𝑗/2𝔥1(2𝑗𝑡 − 𝑘), 𝑡 ∈ [Γ1, Γ2]}2𝑗−1
𝑘=0 ,

𝑊𝑗 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{2𝑗/2𝔥2(2𝑗𝑡 − 𝑘), 𝑡 ∈ [Γ1, Γ2]}2𝑗−1
𝑘=0 .

(2.6)

:ÿI Ȋ ç �ŬȐόƣï ė �ŵ 
όǇï ü �ώě �í �ìïí Ū �όŊ ، 0 ≤ 𝐽0 < 𝐽 ėόˁ ë�ύĸŕόƞ �òŕ� όŒ

𝑉𝐽 = 𝑉𝐽0
⊗ 𝑊𝐽0

⊗ 𝑊𝐽0+1 ⋯ ⊗ 𝑊𝐽−1. (2.7)

∪∞
𝑗=0𝑉𝑗 = 𝐿2([Γ1, Γ2]). ïùà 𝑉0 ⊂ 𝑉1 ⊂ 𝑉2 ⋯ ⊂ 𝐿2([Γ1, Γ2]) ëtŴI۔ όĵ ņό˂ ìŏόţ ðà 𝑉𝑗 ñ tŹ �ŬόǇà

Ł �όŇçόű ÿƟ �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ïąI όĵ ņٔόŉž IόǶ ĕ ;żόʾ ü �ώě �í ė �Ǿïî �Ŭόǒ ë �Ŵ̪ Iόɾ ė �όĿ ÿI Ȋ ç �ŬȐόƣï 𝐿2([Γ1, Γ2]) = 𝑉0 ⨂(⨂∞
𝑗0

𝑊𝑗) ϜĂ�ƂϟϔƗ ðà
:ÿI Ȋ ç �Ŭ �Ϗį í �è �ïç �όŰà ņό˂ ÿ �ŎçˮόƜ �ă�ώİ ŏ�Ȫ �όĹ çόī 𝑓 ∈ 𝐿2([Γ1, Γ2]) ĕȏ �όŇ ĕɚόʾ

𝑓𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥(𝑡) ≈
2𝐽+1

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝔥𝑖(𝑡). (2.8)
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۔ �ëtŴI όĵ HϜ ϝā�ƂUųϟϏƘ ÿƛ ýïç �όĲ ü �ώě �ï �ìïí 𝜗1(𝑖), 𝜗2(𝑖), 𝜗3(𝑖) ë �ŴόĶ [0, 1] ûùĠ;ź VύĿà

𝜗1(𝑖) = 𝑘
2𝑗 , 𝜗2(𝑖) = (𝑘 + 0.5)

2𝑗 , 𝜗3(𝑖) = (𝑘 + 1)
2𝑗 .

:ÿI Ȋ �èïùĠ �Ő ņό˂ �ŕόƚŌǍ �Ŭ qų Vόěà ü �ώě �í �ìïí ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ ŪόƦęč Ūόƞ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù Haar

𝐼1𝔥𝑖(𝑡) = ∫
𝑡

0
𝔥𝑖(𝑡)𝑑𝑡, 𝐼2𝔥𝑖(𝑡) = ∫

𝑡

0
𝐼1𝔥𝑖(𝑡)𝑑𝑡, … 𝐼𝑛𝔥𝑖(𝑡) = ∫

𝑡

0
𝐼(𝑛−1)𝔥𝑖(𝑡)𝑑𝑡.

،ÿI Ȋ ç �Ŭ ό˄ű ç �όŰ ç �Ŭόʾ ïç̪ 
όƋ ÿȋ �ë 
Ɋ�ώķ ŌǍ �Ŭ qų Vόěà ņ� ύŉ ą �ϏĜ �ŏ �ɳ �όň ÿƟ (2.5) Ūόƞ ûŌǍ �Ŭ qų Vόěà �êà

𝐼1𝔥𝑖(𝑡) =

⎧{{{{{
⎨{{{{{⎩

𝑡 − 𝜗1(𝑖) for 𝑡 ∈ [𝜗1(𝑖), 𝜗2(𝑖))

𝜗3(𝑖) − 𝑡 for 𝑡 ∈ [𝜗2(𝑖), 𝜗3(𝑖))

0 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒,

(2.9)

ïùà

𝐼2𝔥𝑖(𝑡) =

⎧{{{{{{{
⎨{{{{{{{⎩

1
2(𝑡 − 𝜗1(𝑖))2 for 𝑡 ∈ [𝜗1(𝑖)𝜗2(𝑖)),

1
22𝑗+2 − 1

2(𝜗3(𝑖) − 𝑡)2, for 𝑡 ∈ [𝜗2(𝑖)𝜗3(𝑖)),

1
22𝑗+2 , for 𝑡 ∈ [𝜗3(𝑖), 1),

0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒.

(2.10)

ÿI Ȋ ïî �όĲ ņό˂ ûŌǍ �Ŭ qų Vόěà 𝑛𝑡ℎ ÿƟ (2.5) Ō�όʷ [0, 1]ûùĠ;ź VύĿà ،Ō�όʷ ïũόş ýçόȵ
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𝐼𝑛𝔥𝑖(𝑡) = 1
𝑛!

⎧{{{{{{{
⎨{{{{{{{⎩

0 for 𝑡 ∈ [0, 𝜗1(𝑖))

(𝑡 − 𝜗1(𝑖))𝑛 for 𝑡 ∈ [𝜗1(𝑖), 𝜗2(𝑖))

(𝑡 − 𝜗1(𝑖))𝑛 − 2(𝑡 − 𝜗2(𝑖))𝑛 for 𝑡 ∈ [𝜗2(𝑖), 𝜗3(𝑖))

(𝑡 − 𝜗1(𝑖))𝑛 − 2(𝑡 − 𝜗2(𝑖))𝑛 + (𝑡 − 𝜗3(𝑖))𝑛 for 𝑡 ∈ [𝜗3(𝑖), 1).
(2.11)

ç �Ŭόʾ ÿȋ (2.3) Ę �ïàî �όĜà çόī ñ �όǥ ÿI Ȋ 𝐼𝑛𝔥𝑖 ûŌǍ �Ŭ qų Vόěà 𝑛𝑡ℎ çόī �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ Ǹ �ŬƲ �Ŭ ό˄űà ðą �όĜ þïç̪ Iόɾ ،ë �ŴόĶ �èïžόǡ ņό˂ 𝑖 = 1

ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰

𝐼𝑛𝔥𝑖(𝑡) = 𝑡𝑛

𝑛!. (2.12)

ü �Ŭɞ �Ȭ �όĹ ņό˂ ïçόī ė �Ȣ �ύĹŏόţ 2 .3

ë�ύĸŕόƞ �òŕ� όŒ، HϜħȳUϖĹ ï �í ÿƟ õ �ƄόǇŪ �όŊ ņό˂ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù Haar ، ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ (2.2) ïùà (2.1)

𝑦′(𝑡) =
2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝔥𝑖(𝑡). (2.13)

ÿI Ȋ ç �ŬƲόĶ ë �Ŵ̪ Iόɾ Ō�όʷ ÿ �Ŏŕόƞ ûŌǍ �Ŭ qų Vόěà ʺ �όě 𝑡 ÿȋ 0 Ūόƞ (2.13) ÿȋ ÿƛàũόʠ ÿƟ 𝑡

𝑦(𝑡) =
2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐼1𝔥𝑖(𝑡) + 𝑦(0), (2.14)



35 üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ çόī �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņ; ύŉçƠ �ώȚ ï Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ėȣ �ώĹ ï �í ÿƟ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ .2 �èą �όĜ
�Ġ �ź �όĿ

𝑦′(𝛼𝑡) =
2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝔥𝑖(𝛼𝑡), (2.15)

ïùà

𝑦(𝛼𝑡) =
2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐼1𝔥𝑖(𝛼𝑡) + 𝑦(0). (2.16)

𝑡𝑙 = (𝑙−0.5)
2𝑀 , 𝑙 =collocation pointsë �ŴόĶ(2.2)Ūόƞ(2.16)،(2.15)ïùà ،ë �ŴόĶ(2.1)Ūόƞ(2.14)،(2.13)

ÿI Ȋ ýç �̨ �όȔ ü �ώě �í �ìïí çόī �èàùç ό̭ǒ ðą �όĜ þïç̪ Iόɾ ÿƟŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà Ł �όŇçόű ÿƟ 1, 2, … , 2𝑀

2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝔥𝑖(𝑡𝑙) = 𝑞1(𝑡𝑙) + [
2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐼1𝔥𝑖(𝑡𝑙) + 𝑦(0)] 𝑞2(𝑡𝑙)

+𝑞3(𝑡𝑙) [
2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐼1𝔥𝑖(𝑡𝑙) + 𝑦(0)] [
2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐼1𝔥𝑖(𝑡𝑙) + 𝑦(0)] ,

(2.17)

ïùà
2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝔥𝑖(𝑡𝑙) = 𝜓(𝑡𝑙) + 𝑏 [
2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐼1𝔥𝑖(𝑡𝑙) + 𝑦(0)]

+𝑐 [
2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐼1𝔥𝑖(𝛼𝑡𝑙) + 𝑦(0)] [𝑑 − (
2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐼1𝔥𝑖(𝛼𝑡𝑙) + 𝑦(0))] .

(2.18)

ñ qŹ �Ŭ �ų 
̭ �ŷ �όĲŪόƞ ïąI όĵ ،ÿI Ȋ ç �Ŭ ό˄ű ç �όŰ ç �Ŭόʾ üόŰ ÿȋ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ÿƟ �ë ;όĸũ �Ż �όį ĕʵ �ŬόǇęĎόī Ūόƞ ýç �̨ �όȔ ĕɯ �όȕ Ġ�ź �Ȁ ÿƛàù Ō�ύʷùà ÿƟ �èàùç ό̭ǒ
ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ çόī (2.2) ïùà (2.1) ë �Ŵ̪ Iόɾ Ō�όʷÿ �Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà ë �ŴόĶ (2.14) ÿƟŕόƞ üόǚçόŰ ÿȋ (2.13) ïùà (2.17) 𝑎,

𝑖𝑠
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ÿI۔ Ȋ ç �ŬƲόĶ üόŰ

ė �ϏĿ �ŏ �ɳ �όň ñ �ŷ �όŰïũ �Żόʾ çόī ;é �ŮόƗŪ �ύŊù Haar 2 .3 .1

õ �Ϗĺ Ġĝ ĕȏ �όŇ ņٔόŉŪόƞ Ł �όŇçόű ÿƟ ũ �Ż ;ų �όěŪ �ϏŊ Ō�ώʷ ;í ;éόǇŕ� όŒ ;í qî �ύĜ ùٔą �όĜ Ō�όʷ [0, 1) 𝑤(𝑡) ėόˁ ë�ύĸŕόƞ �òŕ� όŒ 1 .2 .3 (Lemma)ė �όĿùç̥όǔ
ÿI۔ Ȋ ą �όĜŕόƞ àïŪ �όŊ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ýîόȵ ü �ώě �í ė �Ǿïî �Ŭόǒ ïç �Ŭȧόǔ çόī ņ �ύŉàŏ �όŢ Ō�όʷ ġɱόƅ ņό˂ 𝐽𝑡ℎ ŏǜ �όŇ ،ž IόǶ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ü �Ŭ tϑį ŌǍ �Ŭ qų Vόěà

‖𝑒𝑗(𝑡)‖ ≤ √𝐾
7 𝐶2−(3)2𝐽−1 (2.19)

ëtŴI۔ όĵ ü �̦ �ƄɊόǒ ĕ �Ȱ �Ƅ �Ȧόǭ Ł �ό̰ʽ 𝐾, 𝐶 êç I̫ �όɸ
[9] ë �Ŵ̬ˍ �όĜí ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ �èũ �Ż 
όį 1 �èũ �Ż 
όį

ė �ώĿ ŏ �ɳ �όň ēíîόȵ 2 .4

Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í Riccati Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ïùà Riccati ÿƟ Ěǩ �όĞ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ïùà ü ٔόěç ό̭ǒ ēíîόȵ Ě Iɶ êç I̫ �όœ
ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ēïç̪ Iόɾ ėόˁ ÿI Ȋ ą �όĜç ό̬ƣí ÿ �Ŏ Ě Iɶ ÿƧ۔ ë �ύĸŕόƞ 
ñ tŹ uόě 
éɅ �όň Ō�όʷ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ÿƟ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ
ÿ�Ŏ Ě Iɶ ،ĘùęĎόȵ ÿƟ ðà ÿI۔ Ȋ ĕ Iʑï ž IόǶ Ěόƞ Ō�όʷ ïũόş êą �όĜç̪ �όŤ ĕɯƵ �όȵ �ſƳ ό̨Ș ë �ŴόĶ ü ٔόěç ό̭ǒ Ł �ό̰ʽ ïùà ÿI Ȋ �Ġ�ź �όĿ ņό˸ íŕόƞïçόī ņό˂
ĕ �ȇïíùíŪόƞ ϜĂɨϟόȕ ðà Ě Iɶ ÿI۔ Ȋ ĕٔ �żό˰ ņό˂ �êç �Ŭ sόį ë �ŴόĶ [68] �é �Ůόǁũɟ �όȕ ņό˂ ñ �όǥ ÿI Ȋ ņό˂ ĕ �ż �ųό˯ ņό˂ ìĠ 
Ą ņ�ύŉ ą �ώĜ ŏ�ɳ �όň ņό˂ 𝑅𝑐(𝐽)

- Ġ�ź �Ǿą �όĜ Ł �ό̰ʽ Ě Iɶ î̥ �όĹ ÿƟ ðà ïùà ëtŴI όĵ ÿ �Ŏŕόƞ ôùĠ 
Ą Ł �όŇçόű ÿƟ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í Riccati (quadratic)

ÿƧ۔ ë �ύĸŕόƞ ïũ �ȴ Ō�όʷ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í Riccati

𝑅𝑐(𝐽) = 𝑙𝑜𝑔[𝐸𝑐(𝐽 − 1)/𝐸𝑐(𝐽)]
𝑙𝑜𝑔(2) , (2.20)

Ō�όʷ۔ 𝐽 ġɱόƅ ،ÿI Ȋ error𝐸𝑐(𝐽) êç I̫ �όɸ
[40] �èàùç ό̭ǒ ë۔ �ύĸŕόƞ ïũ �ȴ Ō�όʷ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í Riccati (quadratic) ĕ �ȇïíùí ü �ώě �í �ìïí 1۔ ėƴŬٔɊόǒ
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1)۔ ėƴŬٔɊόǒ) êç �ŬɪƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž ٰ �ɪόȗ Ō�όʷ êũɋɱόƅ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ 𝐽 :2 .1 ü �Ŭ tų ;όě

ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž ٰ �ɪόȗ ïî �όĲ ņό˂ 𝐽
1.4654𝐸 − 14 2
1.1546𝐸 − 14 3
3.1086𝐸 − 15 4
2.6645𝐸 − 15 5
3.5527𝐸 − 15 6
8.8818𝐸 − 16 7

ÿI Ȋ ĕżٔό˰ ņƫ ÿȋ

𝑦′(𝑡) = 16𝑡2 − 5 + 8𝑡𝑦(𝑡) + 𝑦2(𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 1, 𝑦(0) = 1. (2.21)

Ϝħ ϟːϏű à ùïà õ �ƄόǇŪ �όŊ ņό˂ ;é �ŮόƗŪ �ύŊùïąI όĵŪόƞ Ϝ ϝ Ϟĥƹ ٔϟŬϟɊϟόǒ ðà ÿ�Ŏ Ě Iɶ êç I̫ �όœ ÿI۔ Ȋ 𝑦(𝑡) = 1 − 4𝑡 üόŰ �éόǇïí çόī (2.21)

ÿI۔ Ȋ ç �Ŭόʾ üόŰ ÿƟŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà ñƩŌǍ �Ŭ qų Vόěà
𝑎1 = −4.000000, 𝑎2 = 0.000000, 𝑎3 = ëtŴI όĵ ïî �όĲ ņό˂ ñ qŹ �Ŭ �ų 
̭ �ŷ �όĲŪόƞ Haar Ō�όʷ 𝐽 = 2 ġɱόƅ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù
0.000000, 𝑎4 = 0.000000, 𝑎5 = 0.000000, 𝑎6 = 0.000000, 𝑎7 = 0.000000, 𝑎8 =

ŏ�Ȫόǡ ʺ �όě ė �όĿïç 
̭ όȶà Ł �όȃ ñ qŹ �Ŭ �ų 
̭ �ŷ �όĲŪόƞ ė �ŵ �Ȧ �όĹ ïùà ۔ ÿƟ −4 ÿI Ȋ �ă�ώİ ŕ� όŒ Ō�όʷ ïũόş êą �όĜç̪ �όŤ 𝑎1 ñ qŹ �Ŭ �ų 
̭ �ŷ �όĲŪόƞ ۔ 0.000000

�Ɓ �όŊç̨όȘ �ë �Ÿόȵ ÿI Ȋ ç̭ �ŷ �όŰ ʺ �όěà ũ �όʠ −4𝑡+1 ĕ�żȧ �όĹ 𝑎1𝐼1ℎ1(𝑡)+𝑦(0)۔ ÿI Ȋ üόŰ ÿȋ (2.14) à �î I̫ όƮ ëtŴI۔ όĵ �éόǇïí
ėόˁ ç �Ŭόʾ ĘîI όĵç 
̭ όǒ ÿ�Ŏ Ě Iɶ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ą �ύĜí ë �ŴόĶ 2 .1 ûùî �όŰ ė �ŵ �ų̪ �ʣ �όň çόī ĕɯƵ �όȵ Ō�όʷ êũɋɱόƅ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ êùíàíïàŕ� όŒ ۔ ÿƟ üόŰ
Ġźٔ �ϏĿ �Ġ �ź sόĿ ïùà ;î̬ �ƌ �ųόĶ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭ ό˄ű ç �όŰ ç �Ŭόʾ üόǚçόŰ �ă�ώİ ŏ�Ȫ �όĹ ç̬ �όȅà Ł �όŇçόű ÿƟ Ĥ �Ċç �όǚà ë �ŴόĶ ġɱόƅ ņό˂ �ë 
όǇũ �ŻόƗù �Ō�ώʷ ï
þïç̪ Iόɾ ėόˁ ÿI Ȋ ą �όĜŕόƞ ĠI őç �όǅ Ō�όʷ ïũόş ġ �όɃàù ũ �όʠ ÿI Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ;èïŪ �ϏŊ ï ë �ŴόĶ 2 .2 ü �Ŭ tų ;όě ė �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ [40] ;î̬ �ƌ �ųόĶ �ïùŕόƞ
üόŰ �ë �Ÿόȵ Ō�όʷ 𝐽 = 3 ÿI۔ Ȋ ĕżٔό˰ ž IόǶ Ěόƞ Ō�όʷ ïũόş êą �όĜç̪ �όŤ ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ ë �ŴόĶ FϜħƹUϕĜ ç �̦ όǔ ÿƟ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ �ïùŕόƞ Ġźٔ �ϏĿ �Ġ �ź sόĿ ë �ŴόĶ ϜħƹϟϕĶ ç̥όǔ
óũɫ �όȕ ĕ�żɅ VƎόǒ êŪ �όŊùí ėόˁ ç �Ŭόʾ ĘîI όĵç 
̭ όǒ ÿ�Ŏ Ě Iɶ ïùà ÿI Ȋ ç �Ŭό˰ ą �όĜç ό̬ƣí ë �ŴόĶ 2 .1 üƠ 
όȜ Ūόƞ ė �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ ēíîόȵ ïùà

ëtŴI۔ όĵ Ł �όŇçόű ʺ �όěà
ë۔ �ύĸŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü �ώě �ï �ìïí 2۔ ėƴŬٔɊόǒ



38 üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ çόī �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņ; ύŉçƠ �ώȚ ï Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ėȣ �ώĹ ï �í ÿƟ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ .2 �èą �όĜ
ĕɯƵ۔ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž ٰ �ɪόȗ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 1 ėƴŬٔɊόǒ Ł �όŇçόű ÿƟ 𝐽 = 3 :2 .2 ü �Ŭ tų ;όě

[40]ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ĕ �żɅ VƎόǒ Bezier ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ àïç̪ Iόɾ
5.3714𝐸 − 04 5.3735𝐸 − 14
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ė۔ �όĿ �ïàžόǔ çόī üόŰ ēíîόȵ ïùà �ë �Ÿόȵ Ō�όʷ 𝐽 = 3 :2 .1 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ
𝑦′(𝑡) = 𝑒𝑡 − 𝑒3𝑡 + 2𝑒2𝑡𝑦(𝑡) − 𝑒𝑡𝑦2(𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 1, 𝑦(0) = 1 (2.22)

2 .3 ü �Ŭ tų ;όě ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ Ō�όʷ êũɋɱόƅ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ �ë 
όǇũ �ŻόƗù �Ō�ώʷ ï ÿI۔ Ȋ [40] 𝑦(𝑡) = 𝑒𝑡 üόŰ �éόǇïí çόī (2.22)

ĕ Iʑï ž IόǶ Ěόƞ ņ �ύŉàŏ �όŢ Ł �όŇçόű ÿƟ Ĥ �Ċç �όǚà ë �ŴόĶ �ë 
όǇŪόƚù �Ō�ώʷ ï ėόˁ ÿI Ȋ ç̬ˍ �όĜí ÿ �Ŏ Ě Iɶ ÿȋ 2 .3 ü �Ŭ tų ;όě ÿI۔ Ȋ ĕżٔό˰ ņٔύŉç ό̬ƣí ë �ŴόĶ
ïùà üόŰ �ë �Ÿόȵ ÿƟ 𝐽 = 4 ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ÿȋ [40] ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ Bezier Curves ë �ŴόĶ 2 .5 ü �Ŭ tų ;όě ė �όĿ �ïàžόǔ çόī ė �ʁ �Ǝ Wų Vόě ÿI۔ Ȋ
ÿ�Ŏŕόƞ ĕ Iʑî �όĜç 
̭ �όķ ņό˂ �èą �όĜ ðà �ë 
Ɋ �ŹόƘũʦόƋ Ō;όʷũ �Ż uų ό̪˒ ۔ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ą �όĜç ό̬ƣí ë �ŴόĶ 2 .2 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ Ūόƞ ė �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ ēíîόȵ

ÿI۔ Ȋ ç �Ŭ ό˄ű ç �όŰ ç �Ŭόʾ üόǚçόŰ üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ç̬ �όȅà ʺ �όěà ŕόƞ çόĖ ;Ō�όʷ Ūόƞ �ë 
όǇŪόƚù �Ō�ώʷ ï ėόˁ ëtŴI όĵ
ë۔ �ύĸŕόƞ ïũ �ȴ Ō�όʷ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņ; ύŉçƠ �ώȚ ï ü �ώě �ï �ìïí 3۔ ėƴŬٔɊόǒ

𝑦′(𝑡) = 𝑦(𝑡) − 50𝑡𝑦2 + 𝑓(𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 1, 𝑦(0) = 1. (2.23)
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Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņ; ύŉçƠ �ώȚ ï Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ėȣ �ώĹ ï �í ÿƟ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ .2 �èą �όĜ
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(2 ėƴŬٔɊόǒ) ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ :2 .3 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ۔Ō�όʷ 𝐽 = 6
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Exact

üόŰ ēíîόȵ ïùà �éόǇïí :2 .2 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ
2)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ

Ō�όʷ êũɋɱόƅ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ 𝐽 :2 .4 ü �Ŭ tų ;όě
4)۔ ėƴŬٔɊόǒ) êç �ŬɪƵ �όȵ �ſƳ ό̨Ș Ě �Ž �ɪόȗ

ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž ٰ �ɪόȗ ïî �όĲ ņό˂ 𝐽
3.1062𝐸 − 03 5
7.8308𝐸 − 04 6
1.9648𝐸 − 04 7
4.9204𝐸 − 05 8
1.2307𝐸 − 05 9
3.0790𝐸 − 06 10

Ō�όʷ êũɋɱόƅ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ 𝐽 :2 .3 ü �Ŭ tų ;όě
2)۔ ėƴŬٔɊόǒ) êç �ŬɪƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ

ĕɯƵ �όȵ �ſƳ ό̨Ș Ě �Ž ٰ �ɪόȗ ïî �όĲ ņό˂ 𝐽
2.5841𝐸 − 04 4
6.5049𝐸 − 05 5
1.6315𝐸 − 05 6
4.0855𝐸 − 06 7
1.0238𝐸 − 06 8
2.5889𝐸 − 07 9

ĕɯƵ۔ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž ٰ �ɪόȗ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 2 ėƴŬٔɊόǒ Ł �όŇçόű ÿƟ 𝐽 = 5 :2 .5 ü �Ŭ tų ;όě

[40]ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ĕ �żɅ VƎόǒ Bezier ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ àïç̪ Iόɾ
8.0175𝐸 − 04 6.5049𝐸 − 05
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Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņ; ύŉçƠ �ώȚ ï Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ėȣ �ώĹ ï �í ÿƟ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ .2 �èą �όĜ
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3)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ ēíîόȵ ïùà �ë �Ÿόȵ :2 .4 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ

𝐽 = ÿ�Ŏ Ě Iɶ ž۔ IόǶ 𝑦(𝑡) = 1
1+25𝑡2 üόŰ �éόǇïí çόī(2.23) ėόˁ ÿI Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ìŏόţ ðà �èç �̩ �Ƒ �όįà çόī 𝑓(𝑡) �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ

ņ �ύŉàŏ �όŢ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ ÿI۔ Ȋ ą �όĜçˮόƜ �èç ό̭ǥ çόī ìĠ 
Ą ņ�ύŉ ą �ώĜ ŏ�ɳ �όň ņό˂ ñ Vŷ �ƒ �όǥïũ �Żόʾ ïùà ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ Ō�όʷ 4, 5, 6, 7, 8, 9

ÿI۔ Ȋ ĕ Iʑï ž IόǶ Ěόƞ ʺ �όě 10−6 ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 𝐽 = 9 ÿȋ 10−3 ï ;íïàٓ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 𝐽 = 4

ņό˂ ñ �ŷ �όŰïũ �Żόʾ ïùà ÿI Ȋ ņ�όŉž IόǶ Ěόƞ ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗŕόƞ çόĖ ;Ō�όʷ Ūόƞ êũɋɱόƅ ņό˂ �ë 
όǇũ �ŻόƗù �Ō�ώʷ ï ėόˁ ç �Ŭόʾ ĘîI όĵç 
̭ όǒ ÿ�Ŏ Ě Iɶ ،î �ϏĜ �Ġĝ
ėȣόƙç̨όȘ ë �ŴόĶ [68] ÿ�Ŏ �ë �Ÿ �̦ �ƄɞόȘ) ÿI Ȋ ņ�όŉž IόǶ �Ɓ �ϏŊ î̧ �όȔ ņό˂ �ġ ٔύňç �Ŭ Vόį ņ� ύŉ ą �ϏĜ ŏ �ɴ �όȔ ìŏόţ ðà ،ÿI Ȋ ņ�ύŉç �όŰ �ġ �Ə Iʊ �όœ ʺ �όě 2 ìĠ 
Ą ēíîόȵ

ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ą �όĜç ό̬ƣí ë �ŴόĶ 2 .4 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ ė �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ �éόǇïí ïùà ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ،ë �ŴόĶ ŏ �όŢàٓ ç)۔ �Ŭόʾ
ë�ύĸŕόƞ۔ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ü �ώě �ï �ìïí 4۔ ėƴŬٔɊόǒ

𝑦′(𝑡) = 1 − 2𝑦2( 𝑡
2), 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋, 𝑦(0) = 0. (2.24)

çόī �èàùç ό̭ǒ ;í ;íïç ;Ŭ �Ϗį ï ėόˁ ũ �όʠ 𝛼 = 1/2, ë �ŴόĶ ėƴŬٔɊόǒ ðà ÿI۔ Ȋ [23]𝑦(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛(𝑡) üόŰ �éόǇïí çόī (2.24)

ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ûŌǍ �Ŭ qų Vόěà ÿƟ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ïùà õ �ƄόǇŪ �όŊ ņό˂ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ Ūόƞ Ϝ ϝ Ϟĥƹ ٔϟŬϟɊϟόǒ ðà ÿ�Ŏ Ě Iɶ ÿI۔ Ȋ ėƴόĶç̥όǔ
ņ�ύŉ ą �ϏĜ �ŏ �ɳ �όň Ō�όʷ𝐽 = ÿI۔5 Ȋ ĕ �żųٔό˯ ņٔύŉç ό̬ƣí ë �ŴόĶ 2 .4 ü �Ŭ tų ;όě ĕɯƵ �όȵ �ſƳ ό̨Ș Ě �Ž �ɪόȗ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ �ë 
όǇŪόƚù �Ō�ώʷ ï �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭόʾ üόŰ
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Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņ; ύŉçƠ �ώȚ ï Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ėȣ �ώĹ ï �í ÿƟ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ .2 �èą �όĜ
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4)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ ēíîόȵ ïùà �éόǇïí :2 .5 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ

3.0790𝐸−Ō�όʷ𝐽 = 10ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ą �όĜç ό̬ƣí ë �ŴόĶ 2 .5 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ ė �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ïùà
ÿI۔ Ȋ ç �Ŭ ό˄űç �όŰ ç �Ŭόʾ üόǚçόŰ �ă�ώİ ŏ�Ȫ �όĹ ç̬ �όȅà ʺ �όěà ÿƟŕόƞ ė �ŀç �όǚà ë �ŴόĶ ïî �όĲ ņό˂ 𝐽 ėόˁ ç �Ŭόʾ ĘîI όĵç 
̭ όǒ ÿ�Ŏ Ě Iɶ ÿI Ȋ 06

ë۔ �ύĸŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ ü �ώě �ï �ìïí 5۔ ėƴŬٔɊόǒ

𝑦′(𝑡) = 1
4𝑦(𝑡) + 𝑦( 𝑡

2)(1 − 𝑦( 𝑡
2)), 0 ≤ 𝑡 ≤ 1, 𝑦(0) = 1. (2.25)

ĕ�żȐόƣï üόŰ Ō�όʷàũ �Żόǒ ė �όĿ ïùà ÿI Ȋ ûç 
Ŭόǒ ʺ �όěà ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ÿƟ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņ; ύŉçƠ �ώȚ ï (2.25) �èàùç ό̭ǒ
ÿI۔ Ȋ

𝑦(𝑡) = 1
2 + 1

2𝑐𝑜𝑠(
√

2𝑡
4 ) +

√
2

2 𝑠𝑖𝑛(
√

2𝑡
4 ).

،ÿƧ ë �ύĸŕόƞ ü �ύěî �Ŭ �όį ë �ŴόĶ ýç �̨ �όȔ ü �ώě �í �ìïí ÿƟ �èàùç ό̭ǒ ēĠ�ź �ʁόƬà Ūόƞ (2.25) Ě Iɶ ، K Ϝ GϝĦƹU̫Uύœ ÿȋ �éόǇ
2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝔥𝑖(𝑡𝑙)−
1
4 [

2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐼1𝔥𝑖(𝑡𝑙) + 1]−[
2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐼1𝔥𝑖(
𝑡𝑙
2 ) + 1] [1 − (

2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐼1𝔥𝑖(
𝑡𝑙
2 ) + 1)] = 0.

(2.26)

üόǚçόŰ ë �ύĸïî �όĲ ņό˂ 𝑎𝑖 Haar coefficients ÿ�Ŏ Ě Iɶ ،Ō�όʷ ÿ �Ŏŕόƞ üόŰ ë �ŴόĶ (2.26) Ūόƞ ýç �̨ �όȔ ÿƟ �èàùç ό̭ǒ ēĠ�ź �ʁόƬà
çόī (2.25) Ō�όʷ ą �όĜŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà ë �ŴόĶ (2.14) Ūόƞ 𝑦(0) = 1 �ăόƗçόŰ ņٔύŉàî �Ŭ �ύįà ĕżٔό˰ ēí Ł �όŇçόű ÿƟ êùïî �όĲ ņό˂ 𝑎𝑖 ˂ņό۔



42 üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ çόī �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņ; ύŉçƠ �ώȚ ï Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ėȣ �ώĹ ï �í ÿƟ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ .2 �èą �όĜ
Ō�όʷ êũɋɱόƅ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ 𝐽 :2 .7 ü �Ŭ tų ;όě

6)۔ ėƴŬٔɊόǒ) êç �ŬɪƵ �όȵ �ſƳ ό̨Ș Ě �Ž ٰ �ɪόȗ

ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž ٰ �ɪόȗ ïî �όĲ ņό˂ 𝐽
5.8484𝐸 − 04 4
1.5242𝐸 − 04 5
3.8914𝐸 − 05 6
9.8315𝐸 − 06 7
2.4709𝐸 − 06 8
6.1935𝐸 − 07 9

Ō�όʷ êũɋɱόƅ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ 𝐽 :2 .6 ü �Ŭ tų ;όě
5)۔ ėƴŬٔɊόǒ) êç �ŬɪƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž ٰ �ɪόȗ

ĕɯƵ �όȵ �ſƳ ό̨Ș Ě �Ž ٰ �ɪόȗ ïî �όĲ ņό˂ 𝐽
3.0352𝐸 − 05 3
7.6091𝐸 − 06 4
1.9048𝐸 − 06 5
4.7652𝐸 − 07 6
1.1917𝐸 − 07 7
7.4500𝐸 − 09 8
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(5 ėƴŬٔɊόǒ) ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ :2 .7 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ۔Ō�όʷ 𝐽 = 10
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üόŰ ēíîόȵ ïùà �éόǇïí :2 .6 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ
5)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ

ĕżٔό˰ ņό˂ 
ñ tŹ uόě ë �ŴόĶ 2 .6 ü �Ŭ tų ;όě ĕɯƵ �όȵ �ſƳ ό̨Ș Ě �Ž �ɪόȗ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ïàî �όĲà �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ 𝐽 ۔ ÿI Ȋç �Ŭόʾ üόǚçόŰ üόŰ ēíîόȵ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ
ēíîόȵ ïùà üόŰ �ë �Ÿόȵ Ō�όʷ 𝐽 = 3 ،ë �ŴόĶ ŏ �όŢàٓ ÿI۔ Ȋ 7.4500𝐸 − 09 𝐽 = 8 ÿŎٔàŌ�όʷ ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗïùà ÿI Ȋ
Ł �όŇçόű ÿƟ Ĥ �Ċç �όǚà ë �ŴόĶ ïî �όĲ ņό˂ 𝐽 ėόˁ ç �Ŭόʾ ĘîI όĵç 
̭ όǒ ÿ�Ŏ Ě Iɶ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ą �όĜç ό̬ƣí ë �ŴόĶ 2 .6 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ Ūόƞ ė �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ

ÿI۔ Ȋ ç �Ŭ ό˄ű ç �όŰ ç �Ŭόʾ üόǚçόŰ �ă�ώİ ŏ�Ȫ �όĹ Ġ�ź Iʌ �όœ ʺ �όěà
ë۔ �ύĸŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ ü �ώě �ï �ìïí 6۔ ėƴŬٔɊόǒ

𝑦′(𝑡) = −1
8𝑦(𝑡) + 𝑦( 𝑡

2)(1 − 𝑦( 𝑡
2)), 0 ≤ 𝑡 ≤ 4𝜋, 𝑦(0) = 1

4. (2.27)
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Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņ; ύŉçƠ �ώȚ ï Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ėȣ �ώĹ ï �í ÿƟ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ .2 �èą �όĜ
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6)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ ēíîόȵ ïùà �ë �Ÿόȵ :2 .8 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ

ÿI Ȋ üόŰ ġ �ƏɅόɃ çόī ėƴŬٔɊόǒ ðà ÿI۔ Ȋ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í Riccati �é �Ů �ύįŌ �όʷ Ġ �ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ (2.27) ėόˁ ë �ύĸŕόƞ ;èŪ �όŊ

𝑦(𝑡) = 1
2 − 1

4𝑐𝑜𝑠(
√

5𝑡
8 ) +

√
5

4 𝑠𝑖𝑛(
√

5𝑡
8 ).

�êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ ēíîόȵ ïùà üόŰ �ë �Ÿόȵ Ō�όʷ ïàî �όĲà �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ 𝐽 Ō�όʷ ÿ �Ŏŕόƞ ŪόƦęč Ūόƞ ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ēíîόȵ ïŪόƞ �îόĶ ë �ŴόĶ 3 �ë 
Ɋ˄ �ŬόǇ
ë �ŴόĶ �ë 
όǇŪόƚù �Ō�ώʷ ï ėόˁ ÿI Ȋ ç �Ŭόʾ ĘîI όĵç 
̭ όǒ ÿ�Ŏ Ě Iɶ ÿȋ 2 .7 ûùî �όŰ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ �ìïí ë �ŴόĶ 2 .7 ü �Ŭ tų ;όě Ūόƞ ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ
ʺ �όě 10−7 ŕόƞ ;éȐόƥ ÿȋ ï ;íïàٓ ÿƟ 10−4 ĕńç �όŰ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ ÿI۔ Ȋ ņ�όŉž IόǶ Ěόƞ ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ Ł �όŇçόű ÿƟ Ĥ �Ċç �όǚà
[68] ÿI Ȋ ą �όĜŕόƞ ēùĠ�ź uόĿ ņό˂ �ġ ٔύňç �Ŭ Vόį ņ� ύŉ ą �ϏĜ ŏ �ɴ �όȔ Ęíŕόƞ �êç �Ŭ sόį ėόˁ ũ �όʠ ÿI Ȋ ņ�ύŉç �όŰ �ġ �Ə Iʊ �όœ ʺ �όě 2 ìĠ 
Ą ņό˂ ñ Vŷ �ƒ �όǥïũ �Żόʾ ïùà ÿI Ȋ ņ�ύŉç �όŰ �ġ �Ə Iʊ �όœ

ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ą �όĜç ό̬ƣí ë �ŴόĶ 2 .8 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ ė �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ ēíîόȵ ïùà üόŰ �ë �Ÿόȵ Ō�όʷ 𝐽 = 4 ۔
ėǽęĎ �όŰ 2 .5

�èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņ; ύŉçƠ �ώȚ ï Ġ�ź �Ǿą �όĜ- �éόǇç �Ŭ WųόĶ ïùà �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņ; ύŉçƠ �ώȚ ï Ł �όŇçόű ÿƟ ņ �ύŉç �Ŭόǒçόī Ūόƞ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ
ēíîόȵ ëtŴI۔ όĵ ϜĂٔƂϟϔ˰ ϜĂ�Ƃϟϔʾ üόŰ ü ٔόěç ό̭ǒ íî̥ �Ƅόǒ ÿȋ ŏ�ɳ �ώň Ġ;źƪ ïùà ÿI Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ŪόƦęč ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ 
ðęĎ �όĜ Ūόƞ üόŰ ēíîόȵ ÿƟ
Ō�όʷ ïũόş ġ �όɃàù ņƫç �̦ �όĹ ēíîόȵ ïùà ÿI Ȋ ç �Ŭόʾ ė �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ �ë �Ÿόȵ ïùà ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ Bezier Curves ė �όĿ �ïàžόǔ çόī �ġ ٔύňç �Ŭ Vόį

ÿI۔ Ȋ Ġ�ź Iʌ �όœ �é Iʊ �όœ ÿȋ �óç̩όƬ ÿƟ ĕǌ �Ŭ Iόǋàٓ Ě Iɶ ïùà ĕǌ �ŬόǇïí �èç �Ŭόʾ �èç ό̭ǥ ēïç̪ Iόɾ ėόˁ ÿI Ȋ ą �όĜŕόƞ ĕ Iʑî �όĜç 
̭ �όķ ņό˂ �èą �όĜ ðà
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3 �èą�όĜ
ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ ;é �ŮƲ �̩ �όňŌ�ώʷ ;í Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ÿŎٔž IόǶ ÿ �Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ

۔ üόŰ çόī ü ٔόěç̭όǒ ũ �ŻƲ �όĜù
�öïç̥ �όĹ 3 .1

�ìç 
όű ðà ņό˂ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ëtŴI۔ όĵ �ġ ٔύňàï ë �ŴόĶ �ĠĪ VŹ ]όěçόű ;î �Ŭ ٔύį ęĎ �όĜà ýç̪ �όŤ (BVPs) ü ٔόěç ό̭ǒ ÿƟ ũ �ŻƲ �όĜù ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ
ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī Ġźٔ �ώĿ ù ;é �όĞçόű �ë 
Ɋ �ŹόƘũʦόƋ Ō;όʷũ �Ż uų ό̪˒ ïùà �èęčàٓ ÿƟ ĕ �ɉą �ύĜï Ūόƞ �ë �Ÿ �̦ �Ȥɋό̘ íî̥ �Ƅόǒ ÿ�Ŏ �é �ŮόƗũ �Ż �Ȧόǔ ņٔόŉž IόǶ ĕ �żόǉ ;Ō�όʷ ņό˂
ü ٔόěç ό̭ǒ ÿȋ �é Iʊ �όœ ë �ŴόĶ ĕ �ȇŪόƚç �Ŭ˄ ;όĜ ïùà ñ VŹ ]όěçόű ÿI۔ Ȋ ą �όĜç όʾ̭ à Ō�όʷ ÿ �Ŏŕόƞ �ſ �Ż �Ȧɋ �όň ņό˂ �ŕόƚ ;íąόĶ ĕȯ �Ƅόŝ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ
ņό˂ �ïĠ;źˆ �όĜà ēï üƠ �Ɖʥ �ƍόʾ ,[58] Ǹ �ŬόƗ ;íąόĶ ñ �ŹƱ �όĜŌ ;όʷ ,[42] ñ˄ �Ŭ �ų˃όĶ ũ �Ż �ų �όě ėȣόƙç̨όȘ çόī ÿ �Ŏùï üƠ �Ɖ �ų �Ŭ ό˄Ķ ÿƟ ü �ύěĠ �ź ;ū �Ŭόǒ ũ �Ż �ų �όě HϜ FϝāɛUŷUόŰ
ë �ŴόĶ �Ōƾ �Ŭ tųόʼ ïùà û ;íąόĶ çόī ĕƽ �̦ �Ƅ VųόĶ ņό˂ �èïàŏόŢ ،ėȣόƙç̨όȘ çόī Ϝħ �̸ �ϟϕň çόĖ ;í ŕόƚũ �Ż˄ �ŬόƗąόĶ ë �ŴόĶ [12] Ǹ �όěĠźٔ Vū �Ŭ �Ʌ �όňà üƠ �Ɖʥ �ƍόʾ ، [47] Ǹ �ŬόƗ ;íąόĶ
ç �Ŭ ό˄ű ç �όŰ ç �Ŭόʾ õ �όǡù ÿȋ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ÿƟ ï ;íïàٓ þĠĄùí ë �ŴόĶ BVPs Ō�όʷ ïũόş ņ�ύŉç �Ŭ �όǁą �ύĜï ėȣόƙç̨όȘ çόī óç̨ʂ �όňà
ņό˂ [69] ü �ύěĠ;ź �ūόĶ ;èïç̪όƋ ėόˁą �όĜ ÿI Ȋ ņ�όŉž IόǶ ĠI őç �όǅ ë �ŴόĶ �ë ٔόĸà �Ō�ώʷ ;í Ǹ �ŬόƗ ;íąόĶ ņ� ύŉç �Ŭ �όǁą �ύĜï �ë 
Ɋ �Źόʼ ĕƽ �Ŭ tώį à ïùà ʺ �όěà ņό˂ BVPs ÿI۔ Ȋ
ą �ύĜç �όŰ ç I̫ ό˗ ĕȏ �όŇ íàžόǔ ė �όĿàïũ 
Ɍ �όķàí çόī ēîόǚ ë �ώĸ ù 21 FϜĂɛUόǥ ü �ύěĠ;ź �ūόĶ ;èïç̪όƋ ۔ Ϝħ ϟːϏű ç �όŰ ç �Ŭόʾ ĠI őç �όǅ Ūόƞ �èç �Ŭόǁũɟ �όȕ ņ�ύŉçƠ �Ɖόǒ ĕ �Ȱ �Ƅ �Ȧόǭ
،Ǹ �όěĠźٔ Vū �Ŭ �Ʌ �όňà ، �éόŝ Ūόƞ íàžόǔ ÿƟ ìŏόţ ðà ëtŴI۔ όĵ �èàŌ
όʷà ēïũʦ �ƍόǒ ÿƟ üƠ 
όȜ ë �ŴόĶ ñ �όǥ ÿI Ȋ íàžόǔ ç̭�όķà ʺ �όěà ÿI Ȋ

ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç �Ŭόʾ ûç̪Ɩ �ƄόǇà Ō�όʷ ÿ �Ŏç̪ �ƍ uόį þ ;Ō�όʷ ë �ŴόĶ ĘĠ �ź �Ȁù �èàĠ�źʧƖ �όĹ ،Ġ �źʧƖ �όĹ ņό˂ �ïç I̫ �όɸ ņٔύŉàž IόǶ
üόŰ Ūόƞ üƠ 
όȜ ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ü �ώě �í �ìïí ÿƟ Ϝ ϝ Ϟĥƹ ٔϟŬϟɊϟόǒ ÿƟ ũ �ŻƲ �όĜù ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ ņ� ύŉ çƠ �όȚ ùí ñόʿ ž �ŋ ēíç �Ŭ �ų �όě çόī ėȣόƙç̨όȘ ðà

ÿI۔ Ȋ ą �όĜŕόƞ ïç �Ŭ �όį ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ēíîόȵ ĕ �ż �ųόĶ Ō�όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ
𝑦″(𝑡) = Ω(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑞𝑡), 𝑦′(𝑡), 𝑦′(𝑞𝑡)), 𝑡 ∈ [0, 1],

𝑦(0) = 𝜁1, 𝑦(1) = 𝜁2

(3.1)



45 ۔ üόŰ çόī ü ٔόěç ό̭ǒ ũ �ŻƲ �όĜù ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ ;é �ŮƲ �̩ �όňŌ�ώʷ ;í Ġ �ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ .3 �èą �όĜ

(pro- Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ņό˂ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ ëtŴI۔ όĵ ü �̦ �ƄɊόǒ ēïç �Ŭ �Ŷ �όŰà 𝜁1, 𝜁2 ïùà 𝑞 ∈ (0, 1) êç I̫ �όɸ
ïùà �ê qî �Ŭ �ųόʼùà ýą �όĜ çόī �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç I̫ ό̠ �èàùç ό̭ǒ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį Ō�όʷ ïũόş ýçόȵ Ūόƞ üƠ 
όȜ portional delay)

ϜĂٔƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ õʦ �όɻ ;ă�ύİŕόƞ ėȣ �ώĹ ï �í ÿƟ ;î �Ŭ Iόǋ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį ÿƟ Ū ;όŊžόǔŪόƞŪόƚ úĠ;źˆ �ŬόƗà ũ �όʠ ÿI Ȋ ą �όĜàٓ ÿȋ ýçόī K Ϝ GϝĦƹU̫Uύœ ÿƟ Ōƾ �Ŭ ;όį
،ēïũ �ŻȐ �όŇ Ġ �źʧ �όŤ ،ûùĠ;ź Vūόʼ ņƫũ˅ �όĜà ėόˁ HϜ FϝāɛUŷUόŰ ëtŴI όĵ ÿ �Ŏž IόǶ ĠI őç �όǅ ë �ŴόĶ �ġ �Ə �Ϗį ï õ �ƄόǇù ņό˂ �Ġ�ź 
Ɏ �Źόʼ ĕƽ �Ŭ tώį à ýç �̨ �όȔ ÿƟ ìŏόţ ðà ÿI۔ Ȋ
،ñ˄ �όĜçƠ �Ɖόǒ Ě ;Ž �ύįàŪόƞ ،ė �ϐĿ ŏ �ɴ �όȔ ņ�ύŉçƠόȟà Ō�όʷ Ϝħ �̸ �ϟϕň çόĖ ;í ēĠ�ź �ʁόƬà ، �řʮ ;ƍɊόŖ üƠ �Ɖόǒç �Ŭ ]ύįà ;í ĕɯ �όȕ Ġ�ź �Ȁ ، �èç �Ŭȧ �Ƅ sŶόĴ ĕʵƼ �όĲ ،ñ ό˄Ķç �Ŭ ]ύįà ;íùĠ;źˆ �ŬόƗà
ÿƛàù �øŕ� όŒ ÿƟ Ġ�ź �Ǿą �όĜ ،ë �ŴόĶ êŪ �όŊïžόǡ ĕɂ �é Iʊ �όœ ,13]۔ 35, 36, 111] ìŏόţ ĕɂà ïùà ، �èç �Ŭ 
όǇç̥όǔ ،Ǹ �όěĠźٔ Vū �Ŭ �Ʌ �όňà
ÿ�Ŏ üόŰ ÿƟ êŪ �όŊàùç ό̭ǒ ņό˂ ìŏόţ ðà ،Ō�όʷ ïũόş ÿƟ HϜ ϝ Ϟĥ �U̸Ǝ Wϟų Vϟόě ÿI۔ Ȋ üƠ 
ɒόǒ ą �όĜŕόƞ üόǚçόŰ üόŰ ġ �ƏɅόɃ çόī �ă�ώİ Ġ
źόˁà ņό˂ �ŕόƚ ;íąόĶ
íî̥ �Ƅόǒ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�ŎçˮόƜ �ă�ώİ ŏ�Ȫ �όĹ çόī üόŰ ÿƟ êŪ �όŊàùç ό̭ǒ �êà ÿ�Ŏ êũ Iʋ �όœà ïùà ÿI Ȋ ņό˂ àî �Ŭ uόį ĕ �żɊ �ɅόƬí ĕ �Ņçόī ë �ŴόĶ �ë �Ÿ �̦ �Ȥɋό̘
ũ �ŻƲ �όĜù ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ ņ� ύŉ çƠ �όȚ ùí Ł �όŇçόű ÿƟ [3] ü �ŬόƗí �öŏɳ VƎόǒ ÿ�Ŏ ùٔç �όŰ ïùà ûàùŕόƦà ëtŴI۔ όĵ ϜĂ�Ƃϟϔʾ ûç̪Ɩ �ƄόǇà ŏ �ɴ �όȔ Įĳ �Ȭ �όĹ ēíîόȵ
ė ;ŵόʾ- �ġ �ύňï ÿ�Ŏ ũ �ŻόƗ ïùà ņƫ ą۔ �όĜçόĖ ;Ō�όʷ Ūόƞ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ÿƟ �øŕ� όŒ íùî̩ό̘ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ 
ñ tŹ uόě üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ çόī ü ٔόěç ό̭ǒ ÿƟ
ç۔ �Ŭόʾ 
ñ tŹ uόě ŏ �ɴ �όȔ Įĳ �Ȭ �όĹ ēíîόȵ ç �Ŭ �όį ʺ �όěà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį Ġ �ź 
ūόʼ ĕ �ż �ųόĶ Ō�όʷ [61] Ě �Ž ό˄űà
ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ homotopy perturbation ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç̭όǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ Ł �ό̰ʽ ĘĠ�ź۔ �Ȁù ēĠ�źˆ 
όű
ĘĠ�ź۔ �Ȁù ēî �Ŭόǒ �èíç̥όǲ ، ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį ĕńũʦόɼ [100]۔ ç �Ŭόʾ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī (HPM)

�éόǇïí HPM ïùà VIM ç۔ �Ŭόʾ ûç̪Ɩ �ƄόǇà [93] (VIM) Ě �Ž ό˄űà ïàŌʸ �όĜ ņ� ύŉàĠ �ź �ȣ �όĹ ĕ �ż �ųόĶ Ō�όʷ Lagrange multipliers

ÿI۔ Ȋ àî �ύĜ �í �ăό˰ęč ü �Ŭ 
Ɋ �Ź ;όěũ �Ż uų̪ό˒ ÿȋ ė �Ǿù ņό˂ ûç̪Ɩ �ƄόǇà ÿƟ �ë 
Ɋ�ώķ ŌǍ �Ŭ qų Vόěà ĕ �żόǒęĎόȵ �ë˄ �ŬόƗ ،ëtŴI όĵ HϜĂ�ƂUϖį í �ġ ٔύňç �Ŭ Vόį
ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī [99] ė �Ȣ �ώĹ ŏόţadomain decompositionÿ�Ŏ �êç �̥ IόǶí ïùà ēĠ�źˆ 
όű
ÿƟ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ēĠ�ź �Ǿą �όĜ ÿ �Ŏ [96] ĘĠ�ź �Ȁù ;èç ό̬ƥàîόű ÿI۔ Ȋ ņό˂ �ëtŴ �όě �êç̬ �όȅ ņό˂ üόŰ ēíîόȵ ÿƟ �èàùç ό̭ǒ
ü �Ŭ 
Ɋ�όķŌ�όʷàٓ î̧ �Ȭόǔ çόī [96] ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ą۔ �όĜç �Ŭ �ύįà ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ēíîόȵ ĕ �ż �ųόĶ Ō�όʷ ņ� ύŉ ç 
ŬόƗà ĕ �żόʾï Ġ�ź 
ūόʼ Chebyshev ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ
ą �όĜç �Ŭ �όį �êçόűàٓ ë �ŴόĶ �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ʺ �όěà ņό˂ �èàùç ό̭ǒ ēĠ�ź �ʁόƬà Ūόƞ Ϝ ϝ Ϟĥƹ ٔϟŬϟɊϟόǒ ėόˁ ą �όĜ ÿI Ȋ ą �όĜŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà Ūόƞ �ſ �Ż 
Ɋόǒ ÿƟ ðà ïùà ñόʿ Ġ;ź �ūόĶ
ýíç̧ �όȔ ë �ŴόĶ �ă�ώİ ŕ� όŒ ĕ �ɉąόĶ ÿ �Ŏ �ë �Ÿ �̦ �ƄɞόȘ ÿƟ [15, 33, 112, 115] ÿI۔ Ȋ ç �Ŭ ό˄ű ç �όŰ ęčçƠ �όȚ üόŰ ÿȋ ñ �όǥ ϜħːϟϏű ç �όŰ

�èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í proportional delay ë �Ŵ˃ �Ŭ �ų˃ �όĜ ė �όĿ ëtŴI۔ όĵ ņό˂ ïç �Ŭ �όį ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ēíîόȵ Ł �ό̰ʽ ĕ �ż �ųόĶ Ō�όʷ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ÿƟ
Įĳ �Ȭ �όĹ ÿƟ �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ÿŎٔž IόǶ Ō
όʷç �Ŭόǒ ÿȋ �ġ ٔύňç �Ŭ Vόį ęčą �όĜ ĘïŪόƞ �îόĶ �ë �Ÿ �̦ �ƄɞόȘ ëtŴI۔ όĵ Ō 
όʷžٔόǔ ĕ �Ņçόī ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ �ëtŴ �όě �êç̬ �όȅ ņό˂

ϜĂ�ƂϟϔƗ çƠ �όȚ üόŰ ēíîόȵ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ÿƟ ü ٔόěç ό̭ǒ ũ �ŻƲ �όĜù ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ ;é �ŮƲ �̩ �όňŌ�ώʷ ;í Ġ �ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ HϜĂ�ƂUϖį í �éȧόǲù Ūόƞ ŏ �ɴ �όȔ
ė �όĿ ėˆ �όĜũ �Żόʾ ÿI Ȋ î �Ŭ �Ȧόǔ ņٔύŉç I̫ �Ɣ Vόįà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ ü ٔόěç ό̭ǒ ÿƟ ũ �ŻƲ �όĜù ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ė �όĿ ÿI۔ Ȋ ņό˂ ĠI őç �όǅ ĕ �żɊ �ɅόƬí ņό˂
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ü �όěç �όĲ ĕǌ �ŬόǇïí ĕٰƽόȵà ، ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ñ qŹ �Ŭ ]όįàŪ �όŊ ;íŕόƦ ë �ŴόĶ íàî̥ �όĹ íùî̩ό̘ ،êàٓŌ�όʷ î �ϏĜ �Ġĝ ÿI۔ Ȋ ç �ŬȐ �̰ɵόƋ íũ �ɋ �όň íũ �όʠ Ūόƞ �ë 
Ɋ�ώķ qî �Ŭόʾ ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ
ÿI۔ Ȋ ûũɟόȕ

Ġ�źʧƖ �όĹ ņό˂ ė �Ȣ �ύĹŏόţ 3 .2

:ëtŴI όĵ ÿ �Ŏŕόƞ ïũ �ȴ Ō�όʷ Ϝ ϝ Ϟĥƹ ٔϟŬϟɊϟόǒ ÿƟ ũ �ŻƲ �όĜù ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ ÿƟ Ěǩ �όĞ ĕżٔό˰ ēí ë �ŴόĶ ü �ώě �í ņό˂ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį Ě Iɶ

𝑦″(𝑡) = Ω(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑞𝑡), 𝑦′(𝑡), 𝑦′(𝑞𝑡)), 𝑡 ∈ [0, 1],

�ë 
Ɋ�ώķ qî �Ŭόʾ ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ ;é �ŮƲ �̩ �όňŌ�ώʷ ;í
𝑦(0) = 𝜁1, 𝑦(1) = 𝜁2,

.Ł �όŇçόű ÿƟ

(3.2)

�éόǇ ، ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ ŪόƦęč Ūόƞ ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ņό˂ �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ëtŴI۔ όĵ ü �̦ �ƄɊόǒ ēïç �Ŭ �Ŷ �όŰà𝜁1, 𝜁2 ïùà𝑞 ∈ (0, 1)êç I̫ �όɸ
:ëtŴI όĵ ÿ �ŎçˮόƜ ìŏόţ ðà �ă�ώİ ŏ�Ȫ �όĹ çόī 𝑦″(𝑡) ÿȋ �óç̩όƬ ÿƟ �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ÿŎٔž IόǶ ϜĂ;Ƃϟϔʾ Ě Iɶ K Ϝ GϝĦƹU̫Uύœ ÿȋ

𝑦″(𝑡) =
2𝐽+1

∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝔥𝑖(𝑡). (3.3)

ÿI Ȋ ç �ŬƲόĶ ë �Ŵ̪ Iόɾ ، Ō�όʷ ÿ �Ŏŕόƞ ;ă�ώİ ŌǍ �Ŭ qų Vόěà 0 𝑡𝑜 𝑡 Ūόƞ (3.3) �èàùç ό̭ǒ

𝑦′(𝑡) =
2𝐽+1

∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝐼1𝔥𝑖(𝑡) + 𝑦′(0). (3.4)

،ÿI Ȋ ç �Ŭ �Ϗį í �ë 
Ɋ�ώķ ŌǍ �Ŭ qų Vόěà î �ϏĜ �Ġĝ
𝑦(𝑡) =

2𝐽+1

∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝐼2𝔥𝑖(𝑡) + 𝑦′(0)𝑡 + 𝑦(0). (3.5)
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ç �Ŭ �Ϗį í،𝑡 𝑡𝑜 1 �ë 
Ɋ�ώķ ŌǍ �Ŭ qų Vόěà çόī(3.4) �èàùç ό̭ǒ ÿI۔ Ȋ ĕ�Ņą �όĜ ą �όĜž IόǶ �ë �Ÿ̥ �όĹ ĕȏ �όŇà çόī(3.5)ïùà(3.4)ë �ŴόĶ �èàùç ό̭ǒ𝑦′(0)ïàî �̦ όǔ
ÿI Ȋ

− 𝑦(𝑡) =
2𝐽+1

∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝐼2𝔥𝑖(1) −
2𝐽+1

∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝐼2𝔥𝑖(𝑡) + 𝑦′(0)(1 − 𝑡) − 𝑦(1). (3.6)

،ÿI Ȋ ç �ŬƲόĶ ë �Ŵ̪ Iόɾ ÿȋ (3.6) ïùà (3.5) �èàùç ό̭ǒ ، �èà
𝑦′(0) = −

2𝐽+1

∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝐼2𝔥𝑖(1) − 𝑦(0) + 𝑦(1).

ü �ώě �í ė �Ǿïî �Ŭόǒ ë �Ŵ̪ Iόɾ Ō�όʷ ÿ �Ŏŕόƞ ë �ŴόĶ (3.5) �èàùç ό̭ǒ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī 𝑦′(0), 𝑦(0) = 𝜁1, 𝑦(1) = 𝜁2 �èà
ÿI۔ Ȋ ĕ�żƲόĶ �èàùç ό̭ǒ

𝑦(𝑡) =
2𝐽+1

∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝐼2𝔥𝑖(𝑡) + (−
2𝐽+1

∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝐼2𝔥𝑖(1) − 𝜁1 + 𝜁2)𝑡 + 𝜁1. (3.7)

،ĘùęĎόȵ ÿƟ ðà
𝑦(𝑞𝑡) =

2𝐽+1

∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝐼2𝔥𝑖(𝑞𝑡) + (−
2𝐽+1

∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝐼2𝔥𝑖(1) − 𝜁1 + 𝜁2)(𝑞𝑡) + 𝜁1. (3.8)

�èàùç ό̭ǒ 𝑦′(0) = − ∑2𝐽+1

𝑖=0 𝑎𝑖𝐼2𝔥𝑖(1) − 𝑦(0) + 𝑦(1), 𝑦(0) = 𝜁1, 𝑦(1) = 𝜁2 ،ìŏόţ ĕɂà
،ÿI Ȋ ç �ŬƲόĶ ë �Ŵ̪ Iόɾ Ō�όʷ Ϝ ϝā�ƂϟȐϟϏƣ ï ë �ŴόĶ (3.4)

𝑦′(𝑡) =
2𝐽+1

∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝐼1𝔥𝑖(𝑡) −
2𝐽+1

∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝐼2𝔥𝑖(1) − 𝜁1 + 𝜁2, (3.9)

ïùà
𝑦′(𝑞𝑡) =

2𝐽+1

∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝐼1𝔥𝑖(𝑞𝑡) −
2𝐽+1

∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝐼2𝔥𝑖(1) − 𝜁1 + 𝜁2. (3.10)

ÿI۔ Ȋ ðą �όĜ þïç̪ Iόɾ ،Ō�όʷ ϜĂ�ƂϟϔƗ î �όĜ ÿȋ (3.2) �èàùç ό̭ǒ Ūόƞ (3.10) ÿȋ (3.7) �èàùç ό̭ǒ ïùà (3.3) �èàùç ό̭ǒ
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2𝐽+1

∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝔥𝑖(𝑡) = Ω(𝑡, [
2𝐽+1

∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝐼2𝔥𝑖(𝑡) + (−
2𝐽+1

∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝐼2𝔥𝑖(1) − 𝜁1 + 𝜁2)𝑡 + 𝜁1],

[
2𝐽+1

∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝐼2𝔥𝑖(𝑞𝑡) + (−
2𝐽+1

∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝐼2𝔥𝑖(1) − 𝜁1 + 𝜁2)(𝑞𝑡) + 𝜁1], [
2𝐽+1

∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝐼1𝔥𝑖(𝑡) −
2𝐽+1

∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝐼2𝔥𝑖(1) − 𝜁1 + 𝜁2],

[
2𝐽+1

∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝐼1𝔥𝑖(𝑞𝑡) −
2𝐽+1

∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝐼2𝔥𝑖(1) − 𝜁1 + 𝜁2]).

(3.11)

ë �ŴόĶ ýç �̨ �όȔ ēĠ�ź �ʁόƬà ÿƟ 𝑎,
𝑖𝑠 Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ęčą �όĜ ė �Ǿïî �Ŭόǒ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ÿƟ �ë 
Ɋ�ώķ VŌ ٔόʷç ;Ŭ �Ϗį Ōʸόű ;í

𝑎,
𝑖𝑠 ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà Ūόƞ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ �éόǇç �Ŭόǒ þĠĄùí ĕɚόʾ ą �όĜ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ēïàŌʸ �όĜ ÿƟ �ë ;όĸũ �Ż �όį ÿI۔ Ȋ ç �Ŭ ό˄űç �όŰ ç �Ŭόʾ ü �ύěî �Ŭ �όį

ÿI۔ Ȋ ç �ŬƲόĶ üόŰ �ă�ώİ ŏ�Ȫ �όĹ ÿȋ (3.7) �èàùç ό̭ǒ ë �Ŵ̪ Iόɾ î̥ �όĹ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ �ë �Ÿ̥ �όĹ çόī
ë �ŴόƘç 
Ŭόǒ ēíîόȵ 3 .3

ë�ύĸŕόƞ۔ ïũ �ȴ Ō�όʷ Ϝ ϝ Ϟĥƹ ٔϟŬϟɊϟόǒ ÿƟ ũ �ŻƲ �όĜù ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ 1۔ ėƴŬٔɊόǒ
𝑦″(𝑡) − 1 − 2(1 + 𝑡2/8)𝑐𝑜𝑠(𝑡/2) + 2𝑐𝑜𝑠(𝑡/2)𝑦(𝑡/2) = 0, 𝑡 ∈ [0, 1],

�ë 
Ɋ�ώķ qî �Ŭόʾ ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ ;é �ŮƲ �̩ �όňŌ�ώʷ ;í
𝑦(0) = 1, 𝑦(1) = 3

2 + 𝑠𝑖𝑛(1)

.Ł �όŇçόű ÿƟ
(3.12)

ÿI۔ Ȋ 𝑦(𝑡) = 𝑡2
2 + 𝑠𝑖𝑛(𝑡) + 1 üόŰ ġ �ƏɅόɃ çόī Ϝ ϝ Ϟĥƹ ٔϟŬϟɊϟόǒ ðà

ë۔ �ύĸŕόƞ ïũ �ȴ Ō�όʷ Ϝ ϝ Ϟĥƹ ٔϟŬϟɊϟόǒ ÿƟ ũ �ŻƲ �όĜù ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ 2۔ ėƴŬٔɊόǒ
𝑦″(𝑡) + 2𝑒−𝑡 − 𝑦(𝑡)/2 − 𝑒−𝑡/2𝑦(𝑡/2) = 0, 𝑡 ∈ [0, 1],

�ë 
Ɋ�ώķ qî �Ŭόʾ ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ ;é �ŮƲ �̩ �όňŌ�ώʷ ;í
𝑦(0) = 0, 𝑦(1) = 𝑒−1,

.Ł �όŇçόű ÿƟ
(3.13)



49 ۔ üόŰ çόī ü ٔόěç ό̭ǒ ũ �ŻƲ �όĜù ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ ;é �ŮƲ �̩ �όňŌ�ώʷ ;í Ġ �ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ .3 �èą �όĜ

ÿI۔ Ȋ 𝑦(𝑡) = 𝑡𝑒−𝑡 üόŰ ġ �ƏɅόɃ çόī Ϝ ϝ Ϟĥƹ ٔϟŬϟɊϟόǒ ðà

ë۔ �ύĸŕόƞ �òŕ� όŒ ėƴŬٔɊόǒ çόī ũ �ŻƲ �όĜù ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ 3۔ ėƴŬٔɊόǒ
𝑦″(𝑡) − 4𝑒−𝑡/2𝑠𝑖𝑛(𝑡/2)𝑦(𝑡/2) = 0, 𝑡 ∈ [0, 1],

�ë 
Ɋ�ώķ qî �Ŭόʾ ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ ;é �ŮƲ �̩ �όňŌ�ώʷ ;í
𝑦(0) = 1, 𝑦(1) = 𝑒−1𝑐𝑜𝑠(1),

.Ł �όŇçόű ÿƟ
(3.14)

ÿI۔ Ȋ 𝑦(𝑡) = 𝑒−𝑡𝑐𝑜𝑠(𝑡) üόŰ ġ �ƏɅόɃ çόī Ϝ ϝ Ϟĥƹ ٔϟŬϟɊϟόǒ ðà

ë�ύĸŕόƞ۔ �òŕ� όŒ ïũɫ �όȔ Ūόƞ Ϝ ϝ Ϟĥƹ ٔϟŬϟɊϟόǒ ÿƟ ũ �ŻƲ �όĜù ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ ĕɯ �όȕ Ġ�ź �Ȁ 4۔ ėƴŬٔɊόǒ
𝑦″(𝑡) − ([𝑦(𝑡)]2 + [𝑦(𝑡)]3)𝑦(𝑡/2) = 0, 𝑡 ∈ [0, 1],

�ë 
Ɋ�ώķ qî �Ŭόʾ ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ ;é �ŮƲ �̩ �όňŌ�ώʷ ;í
𝑦(0) = 1, 𝑦(1) = 1/2,

.Ł �όŇçόű ÿƟ
(3.15)

ÿI۔ Ȋ 𝑦(𝑡) = 1
𝑡+1 üόŰ ġ �ƏɅόɃ çόī ėƴŬٔɊόǒ ũ �ŻƲ �όĜù ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ ĕɯ �όȕ Ġ�ź �Ȁ ęčą �όĜ ĘïŪόƞ �îόĶ

ë۔ �ύĸŕόƞ ïũ �ȴ Ō�όʷ Ϝ ϝ Ϟĥƹ ٔϟŬϟɊϟόǒ ÿƟ ũ �ŻƲ �όĜù ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ ;é�Ů ٔύįàŪ �όŊ ùí ü �ώě �í �ìïí ϜĂ�Ƃ ٔϟϖį àٓ 5۔ ėƴŬٔɊόǒ
𝑦″(𝑡) − 𝑦′(𝑡)𝑦(𝑡/2) + 8𝑡2𝑦(𝑡/2) + ⊖(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ [0, 1],

�ë 
Ɋ�ώķ qî �Ŭόʾ ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ ;é �ŮƲ �̩ �όňŌ�ώʷ ;í
𝑦(0) = 1, 𝑦(1) = 3,

.Ł �όŇçόű ÿƟ
(3.16)
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Approximate solution
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;èęĎ �όĜ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 2 ėƴŬٔɊόǒ :3 .2 Ō�ύʷ ũɟ �όȔŌ�όʷ 𝐽 = 5
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Approximate solution
Exact solution

;èęĎ �όĜ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 1 ėƴŬٔɊόǒ :3 .1 Ō�ύʷ ũɟ �όȔŌ�όʷ 𝐽 = 5
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;èęĎ �όĜ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 4 ėƴŬٔɊόǒ :3 .4 Ō�ύʷ ũɟ �όȔŌ�όʷ 𝐽 = 5
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1

Approximate solution
Exact solution

;èęĎ �όĜ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 3 ėƴŬٔɊόǒ :3 .3 Ō�ύʷ ũɟ �όȔŌ�όʷ 𝐽 = 5

𝑦(𝑡) = üόŰ ġ �ƏɅόɃ çόī Ϝ ϝ Ϟĥƹ ٔϟŬϟɊϟόǒ ÿƟ ũ �ŻƲ �όĜù ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ ĕɯ �όȕ Ġ�ź �Ȁ ęčą �όĜ ĘïŪόƞ �îόĶ ėόˁ ÿI Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ìŏόţ ðà �èç �̩ �Ƒ �όįà çόī ⊖(𝑡) ïùà
ÿI۔ Ȋ 1 + 𝑡 + 𝑡3


éόǥç �Ŭόǒ ïùà �ġ ٔύňç �Ŭ Vόį 3 .4

Ě Iɶ ņ�ύŉ ą �ώĜ ŏ�ɳ �όň ïùà ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ ÿI۔ Ȋç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ üόŰ ÿȋ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ÿƟ �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ Ūόƞ ü ٔόěç ό̭ǒ ęčą �όĜ ė �Ǿïî �Ŭόǒ
ϜĂ�Ƃϟϔʾ 
ñ tŹ uόě ë �ŴόĶ 3 .8-3 .1 �Ōƾ �Ŭ tų ;όě �ġ ٔύňç �Ŭ Vόį ė �όĿ ÿI۔ Ȋ ņό˂ ïç̪ 
όƋ Ō�όʷ (𝐽) �Ġ�ź 
ǼŪόƚù �Ō�ώʷ ï �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ Ϝ ϝ Ϟĥƹ ٔϟŬϟɊϟόǒ ĠI ő ìĠ 
Ą ņό˂ ĕǌ �Ŭ Iόǋàٓ

3 .3 ü �Ŭ tų ;όě ÿI۔ Ȋ ņ�όŉž IόǶ Ěόƞ ņ �ύŉàŏ �όŢ Ł �όŇçόű ÿƟ Ĥ �Ċç �όǚà ë �ŴόĶ (𝐽 ) �ë 
όǇŪόƚù �Ō�ώʷ ï ėόˁ ÿI Ȋ ą �όĜŕόƞ ĠI őç �όǅ 3 .1 ü �Ŭ tų ;όě ëtŴI۔ όĵ ϜĂٔƂϟϔ˰



51 ۔ üόŰ çόī ü ٔόěç ό̭ǒ ũ �ŻƲ �όĜù ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ ;é �ŮƲ �̩ �όňŌ�ώʷ ;í Ġ �ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ .3 �èą �όĜ
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2.8 Approximate solution
Exact solution

Ō�όʷ 𝐽 = 5 ;èęĎ �όĜ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 5 ėƴŬٔɊόǒ :3 .5 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ

ĕɯƵ۔ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 5 ÿȋ 1 ü ٔόěç ό̭ǒ :3 .1 ü �Ŭ tų ;όě
5 ėƴŬٔɊόǒ 4 ėƴŬٔɊόǒ 3 ėƴŬٔɊόǒ 2 ėƴŬٔɊόǒ 1 ėƴŬٔɊόǒ 𝐽

2.6907𝐸 − 03 9.4871𝐸 − 04 5.8345𝐸 − 04 5.5835𝐸 − 04 1.5997𝐸 − 04 1
6.6283𝐸 − 04 2.7026𝐸 − 04 1.6306𝐸 − 04 1.5644𝐸 − 04 4.4574𝐸 − 05 2
1.6553𝐸 − 04 7.0508𝐸 − 05 4.1522𝐸 − 05 3.9757𝐸 − 05 1.1324𝐸 − 05 3
4.1311𝐸 − 05 1.7787𝐸 − 05 1.0454𝐸 − 05 1.0014𝐸 − 05 2.8500𝐸 − 06 4
1.0331𝐸 − 05 4.4582𝐸 − 06 2.6172𝐸 − 06 2.5082𝐸 − 06 7.1382𝐸 − 07 5
2.5828𝐸 − 06 1.1152𝐸 − 06 6.5449𝐸 − 07 6.2735𝐸 − 07 1.7831𝐸 − 07 6
6.4569𝐸 − 07 2.7884𝐸 − 07 1.6362𝐸 − 07 1.5692𝐸 − 07 4.4275𝐸 − 08 7
1.6142𝐸 − 07 6.9712𝐸 − 08 4.0890𝐸 − 08 3.9226𝐸 − 08 1.1342𝐸 − 08 8
4.0355𝐸 − 08 1.7427𝐸 − 08 1.0218𝐸 − 08 9.8905𝐸 − 09 2.6235𝐸 − 09 9
1.0088𝐸 − 08 4.3559𝐸 − 09 2.5589𝐸 − 09 2.4508𝐸 − 09 6.9708𝐸 − 10 10

ė۔ �όĿ �ïàžόǔ çόī êũ �ŻɪƵ �όȵ :3 .2 ü �Ŭ tų ;όě
[17]Bica HWS ėƴŬٔɊόǒ

6.9097𝐸 − 07 at ℎ = 𝜋
400 1.7831𝐸 − 07 at 𝐽 = 6 1

6.9100𝐸 − 09 at ℎ = 𝜋
4000 6.9708𝐸 − 10 at 𝐽 = 10 1

1.2770𝐸 − 08 at ℎ = 1
1000 9.8905𝐸 − 09 at 𝐽 = 9 2
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۔ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 5 ÿȋ 1 ü ٔόěç ό̭ǒ 𝑅𝑐 = 𝑙𝑜𝑔( 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟(𝐽−1)
𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟(𝐽) )
𝑙𝑜𝑔(2) ìĠ 
Ą ņό˂ ñ �ŷ �όŰïũ �Żόʾ :3 .3 ü �Ŭ tų ;όě

5 ėƴŬٔɊόǒ 4 ėƴŬٔɊόǒ 3 ėƴŬٔɊόǒ 2 ėƴŬٔɊόǒ 1 ėƴŬٔɊόǒ 𝐽
− − − − − − − −− − − − − −− − − − − −− − − − − −− 1

2.0213 1.8116 1.8392 1.8356 1.8435 2
2.0015 1.9385 1.9735 1.9763 1.9768 3
2.0025 1.9870 1.9898 1.9892 1.9903 4
1.9995 1.9963 1.9980 1.9973 1.9973 5
2.0000 1.9992 1.9996 1.9993 2.0012 6
2.0000 1.9998 2.0000 1.9992 2.0098 7
2.0000 2.0000 2.0005 2.0001 1.9648 8
2.0000 2.0001 2.0006 1.9877 2.1121 9
2.0001 2.0003 1.9975 2.0128 1.9121 10

ė۔ �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ �éόǇïí ïùà �ă�ώİ ŏ�Ȫ �όĹ Ō�όʷ 𝐽 = 6 :3 .4 ü �Ŭ tų ;όě
1 ėƴŬٔɊόǒ

|𝑦𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 − 𝑦𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥| 𝑦𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥 𝑦𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 t
4.9295𝐸 − 08 1108 .1 1108 .1 1 .0
9.3465𝐸 − 08 2270 .1 2270 .1 2 .0
1.2867𝐸 − 07 3415 .1 3415 .1 3 .0
1.5786𝐸 − 07 4725 .1 4725 .1 4 .0
1.7498𝐸 − 07 6098 .1 6098 .1 5 .0
1.7727𝐸 − 07 7524 .1 7524 .1 6 .0
1.6214𝐸 − 07 8995 .1 8995 .1 7 .0
1.3054𝐸 − 07 0385 .2 0385 .2 8 .0
7.5335𝐸 − 08 1919 .2 1919 .2 9 .0

ė۔ �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ �éόǇïí ïùà �ă�ώİ ŏ�Ȫ �όĹ Ō�όʷ 𝐽 = 6 :3 .5 ü �Ŭ tų ;όě
2 ėƴŬٔɊόǒ

|𝑦𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 − 𝑦𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥| 𝑦𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥 𝑦𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 t
2.8670𝐸 − 07 9.4912𝐸 − 02 9.4912𝐸 − 02 1 .0
4.7186𝐸 − 07 1.6832𝐸 − 01 1.6832𝐸 − 01 2 .0
5.7505𝐸 − 07 2.2265𝐸 − 01 2.2265𝐸 − 01 3 .0
6.2395𝐸 − 07 2.6907𝐸 − 01 2.6907𝐸 − 01 4 .0
6.1674𝐸 − 07 3.0444𝐸 − 01 3.0444𝐸 − 01 5 .0
5.6142𝐸 − 07 3.3048𝐸 − 01 3.3048𝐸 − 01 6 .0
4.6471𝐸 − 07 3.4864𝐸 − 01 3.4864𝐸 − 01 7 .0
3.4350𝐸 − 07 3.5953𝐸 − 01 3.5953𝐸 − 01 8 .0
1.8183𝐸 − 07 3.6601𝐸 − 01 3.6601𝐸 − 01 9 .0
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ė۔ �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ �éόǇïí ïùà �ă�ώİ ŏ�Ȫ �όĹ Ō�όʷ 𝐽 = 6 :3 .6 ü �Ŭ tų ;όě
3 ėƴŬٔɊόǒ

|𝑦𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 − 𝑦𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥| 𝑦𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥 𝑦𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 t
3.0232𝐸 − 07 8.9490𝐸 − 01 8.9490𝐸 − 01 1 .0
4.9807𝐸 − 07 7.9563𝐸 − 01 7.9563𝐸 − 01 2 .0
6.0542𝐸 − 07 7.0701𝐸 − 01 7.0701𝐸 − 01 3 .0
6.5268𝐸 − 07 6.1535𝐸 − 01 6.1535𝐸 − 01 4 .0
6.3862𝐸 − 07 5.2907𝐸 − 01 5.2907𝐸 − 01 5 .0
5.7344𝐸 − 07 4.4879𝐸 − 01 4.4879𝐸 − 01 6 .0
4.6661𝐸 − 07 3.7491𝐸 − 01 3.7491𝐸 − 01 7 .0
3.3853𝐸 − 07 3.1255𝐸 − 01 3.1255𝐸 − 01 8 .0
1.7510𝐸 − 07 2.5139𝐸 − 01 2.5139𝐸 − 01 9 .0

ė۔ �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ �éόǇïí ïùà �ă�ώİ ŏ�Ȫ �όĹ Ō�όʷ 𝐽 = 6 :3 .7 ü �Ŭ tų ;όě
4 ėƴŬٔɊόǒ

|𝑦𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 − 𝑦𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥| 𝑦𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥 𝑦𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 t
7.0007𝐸 − 07 9.0459𝐸 − 01 9.0459𝐸 − 01 1 .0
1.0092𝐸 − 06 8.2848𝐸 − 01 8.2848𝐸 − 01 2 .0
1.1088𝐸 − 06 7.6877𝐸 − 01 7.6877𝐸 − 01 3 .0
1.0937𝐸 − 06 7.1309𝐸 − 01 7.1309𝐸 − 01 4 .0
9.9756𝐸 − 07 6.6493𝐸 − 01 6.6494𝐸 − 01 5 .0
8.4864𝐸 − 07 6.2287𝐸 − 01 6.2287𝐸 − 01 6 .0
6.6355𝐸 − 07 5.8581𝐸 − 01 5.8581𝐸 − 01 7 .0
4.6913𝐸 − 07 5.5531𝐸 − 01 5.5531𝐸 − 01 8 .0
2.3844𝐸 − 07 5.2567𝐸 − 01 5.2567𝐸 − 01 9 .0

ė۔ �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ �éόǇïí ïùà �ă�ώİ ŏ�Ȫ �όĹ Ō�όʷ 𝐽 = 6 :3 .8 ü �Ŭ tų ;όě
5 ėƴŬٔɊόǒ

|𝑦𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 − 𝑦𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥| 𝑦𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥 𝑦𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 𝑡
7.4140𝐸 − 07 1066 .1 1066 .1 1 .0
1.3630𝐸 − 06 2159 .1 2159 .1 2 .0
1.8446𝐸 − 06 3280 .1 3280 .1 3 .0
2.2490𝐸 − 06 4675 .1 4675 .1 4 .0
2.5062𝐸 − 06 6319 .1 6319 .1 5 .0
2.5806𝐸 − 06 8274 .1 8274 .1 6 .0
2.4239𝐸 − 06 0605 .2 0605 .2 7 .0
2.0191𝐸 − 06 3143 .2 3143 .2 8 .0
1.2202𝐸 − 06 6371 .2 6371 .2 9 .0



54 ۔ üόŰ çόī ü ٔόěç ό̭ǒ ũ �ŻƲ �όĜù ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ ;é �ŮƲ �̩ �όňŌ�ώʷ ;í Ġ �ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ .3 �èą �όĜ

ÿI Ȋ ą �όĜçˮόƜ �èç ό̭ǥ çόī ìĠ 
Ą ņό˂ ñ �Ź̭ �ŷ �όŰïũ �Żόʾ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ÿƛžόǔïç �όĲ ÿ �Ŏ Ě Iɶ ë �ŴόĶ

𝑅𝑐 =
log(𝐸𝐽−1

𝐸𝐽
)

log(2) ,

ėόˁ ÿI Ȋ ç �Ŭ ό˄ű ŕόƞ ĘîI όĵç 
̭ όǒ ė �όĿ ņٔόŉŪόƞ ÿȋ 3 .3 ü �Ŭ tų ;όě ،ĘùęĎόȵ ÿƟ ðà ÿI۔ Ȋ ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗŌ�όʷ 𝐽 �ë 
όǇŪόƚù �Ō�ώʷ ï 𝐸𝐽 êç I̫ �όɸ
�ă�ώİ ŏ�Ȫ �όĹ çόī Ϝ ϝ Ϟĥƹ ٔϟŬϟɊϟόǒ ĠI ő ،ÿI Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ �êç �Ŭ sόį ë �ŴόĶ [67] ėόˁ ç̭ �ŷ �όŰ ÿI Ȋ �ă�ώİ ŕ� όŒ ÿƟ 2 ìĠ 
Ą ņό˂ ñ �ŷ �όŰïũ �Żόʾ ņ� ύŉ ą �ώĜ ŏ�ɳ �όň ë �ŴόĶ Ϝ ϝ Ϟĥƹ ٔϟŬϟɊϟόǒ ĠI ő

ïùà ëtŴI όĵ ÿ �Ŏŕόƞ �øç �̦ �όĹà �öàŕόƦ êŪ �όŊùí ėόˁ ç �Ŭόʾ ĘîI όĵç 
̭ όǒ ÿ�Ŏ Ě Iɶ ۔ ÿI Ȋ ç �Ŭό˰ ą �όĜç �Ŭ �όį ë �ŴόĶ 3 .5-3 .1 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ üόŰ �éόǇïí ïùà
ÿI۔ Ȋ Ō
όʷžόǔ ïùà �éόǇïí Ęíą �ύĜ �ï ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ėόˁ ÿI Ȋ ç �ŬƲ �όŰ ė �ŵ �όį ÿȋ ė �όĿ �ïàžόǔ Ęíŕόƞ ïç �Ŭ �όį ë �ŴόĶ 3 .2 ü �Ŭ tų ;όě

ėǽęĎ �όŰ 3 .5

ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ēíîόȵ ĕ �ż �ųόĶ Ō�όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ ü ٔόěç ό̭ǒ ÿƟ ũ �ŻƲ �όĜù ēï qî �ύĜ ùٔą �όĜ ;é �ŮƲ �̩ �όňŌ�ώʷ ;í ÿ �Ŏ �èą �όĜ ðà
[17] ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ Ęíũ �όʠžόǔ ė �όĿ �ïàžόǔ çόī �ġ ٔύňç �Ŭ Vόį ïùà ÿI Ȋ ą �ύĜç �όŰ ą �όĜąόĶ �ïàٓ Ō�όʷ ü ٔόěç ό̭ǒ ÿƟ úïąόĶ �ġ �Ə tų sόě Ūόƞ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ÿI۔ Ȋ ą �όĜàŕόƞ �öïç̥ �Ƅόǒ
ņό˂ ìĠ 
Ą ņό˂ ñ �ŷ �όŰïũ �Żόʾ ïùà ĕǌ �ŬόǇïí ņό˂ ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ÿƟŕόƞ üόŰ Ūόƞ êŪ �όŊùí �é �ŮόȶŪ �όŊ ĕɯ �όȕ Ġ�ź �Ȁ ïùà ĕɯ �όȕ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ÿȋ
ÿI Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ HϜĂ�ƂUϖį í ýç �̩ �όňà Ūόƞ �ë 
Ɋ �ŹόƘũʦόƋ Ō;όʷũ �Ż uų ό̪˒ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī �ġ tƏ˄ �Ŭ uόį MATLAB 2017 ÿI۔ Ȋ ĕżٔό˰ ņό˂ �ſ �Ż 
ύįŪ �όŊ

ÿI۔ Ȋ ç �Ŭόʾ ĕȏ �όŇ ė �όĿ �ïàžόǔ Ł �όŇçόű ÿƟ üόŰ �ë �Ÿόȵ çόī êũƳόŰ Ęíŕόƞ üόǚçόŰ ïùà
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4 �èą�όĜ
ÿƟ ÿ �Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç̭όǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ðũ �Ż �ų �Ŭ ;ųƱ̪ �ƍ ٔόįçόű

ė �Ȣ �ύĹŏόţ çόī �Ō �ώʷ Ġ�źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ϜĂ�ƂϟϕƗ
�öïç̥ �όĹ 4 .1

ïąI όĵ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í Ġ �ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ðũ �Ż �ų �Ŭ ;ųƱ̪ �ƍ ٔόįçόű ü �ώě �í ė �Ǿïî �Ŭόǒ Ě Iɶ ،ë �ŴόĶ ėȣόƙç̨όȘ ðà
:ëtŴI όĵ ÿ �Ŏŕόƞ �øęĎόǅà çόī (HWSM) ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù

𝑦′
1(𝑡) = Ω1(𝑡, 𝑦1(𝑡), 𝑦2(𝑡), … , 𝑦𝑛(𝑡), 𝑦1(𝑞1𝑡), 𝑦2(𝑞2𝑡), … , 𝑦𝑛(𝑞𝜆𝑡))

𝑦′
2(𝑡) = Ω2(𝑡, 𝑦1(𝑡), 𝑦2(𝑡), … , 𝑦𝑛(𝑡), 𝑦1(𝑞1𝑡), 𝑦2(𝑞2𝑡), … , 𝑦𝑛(𝑞𝜆𝑡))

⋮

𝑦′
𝑛(𝑡) = Ω𝑛(𝑡, 𝑦1(𝑡), 𝑦2(𝑡), … , 𝑦𝑛(𝑡), 𝑦1(𝑞1𝑡), 𝑦2(𝑞2𝑡), … , 𝑦𝑛(𝑞𝜆𝑡))

𝑦𝜎(0) = 𝑦𝜎0, 𝜎 = 1, 2, … , 𝑛,

(4.1)

ëtŴI۔ όĵ 𝑞𝜎
,𝑠 ∈ (0, 1), 𝜎 = 1, 2, … , 𝑛. ïùà ëtŴI۔ όĵ ñ �Ź 
̭ ˄ �ƒ �όĞ ʺ ;Ŭ �ųόƘç �Ŭ �ύįà Ω𝜎

,𝑠 êç I̫ �όɸ
ûùĠ;ź Vūόʼ ،Ě ;ŽɊόŖ ñ tŹ �ŬόǇà ùŌ�όʷà ،û ;íąόĶ ņ� ύŉç �Ŭ �ύį ç �Ŭόǥ ėόˁ HϜ FϝāɛUŷUόŰ ëtŴI όĵ ĕżٔό˰ ĕȏи �όıí Ō�όʷ ÿ �Ŏç̪ �ƍ uόį þ ;Ō�όʷ ë �ŴόĶ �ŕόƚ ;íąόĶ ĕżٔόʾ �èàùç ό̭ǒ ė �όĿ
üƠ �Ɖ ;ų �Ŭʥɿ �ƌ �ųό

Ķ
;î �Ŭ ٔύį ęĎ �όĜà ėȣόƙç̨όȘ ė �όĿ ϜĂ�ƂϟϔƗ ðà ĘĠ�ź۔ �Ȁù �ŕόƚ ;íąόĶ ÿƟ ç̪ �όŤùũ 
Ɍ �όķ ņό˂ Ġĝũ �Ż ;όį ،û ;íąόĶ ÿƟ ùٔęĎ �ŬȐ �όŇ ÿƟ ēïç̪ �ƍ sόį ،ēïũ �ŻȐ �όŇ

�ë 
Ɋ �ŹόʼŪόƚŪόƞ ïùà �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ Ġ �ź �Ǿą �όĜ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ė �όĿ ÿI۔ Ȋ �ăόʾàĠ 
Ą Ě Iɶà ʺ �όěà ë �ŴόĶ �êàî �Ŭόǒ ÿƟ ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň ēíîόȵ ïùà Ǹ �ŬόƗ ;íąόĶ
ýç �̨ �όȔ ʺ �όěà ÿƟ �èàùç ό̭ǒ ñόʿ Ġ;ź �ūόĶ ēĠ�ź �ʁόƬà Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í Ġ �ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ėόˁ ą �όĜ ÿI Ȋ ą �όĜŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ñ qŹ �Ŭ ]όįàŪ �όŊ
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̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í Ġ �ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ðũ �Ż �ų �Ŭ ;ųƱ̪ �ƍ ٔόįçόű .4 �èą �όĜ

۔ Ϝħ ϟːϏű ç �όŰ ç �Ŭόʾ ü �ύěî �Ŭ �όį ë �ŴόĶ

ü �Ŭɞ �Ȭ �όĹ ņό˂ ïçόī ė �Ȣ �ύĹŏόţ 4 .2

;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ(4.1) �èàùç ό̭ǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í Ġ �ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ðũ �Ż �ų �Ŭ ;ųƱ̪ �ƍ ٔόįçόű Ě Iɶ ،ë �ŴόĶ �ë 
Ɋ˄ �ŬόǇ ðà
ëtŴI۔ όĵ ÿ �Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ çόī �Ō�ώʷ Ġ �źǼ

ùŕόƞ �òŕ� όŒ

𝑦′
1(𝑡) =

2𝐽+1

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝔥𝑖(𝑡),

𝑦′
2(𝑡) =

2𝐽+1

∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝔥𝑖(𝑡),

⋮

𝑦′
𝑛(𝑡) =

2𝐽+1

∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝔥𝑖(𝑡),

(4.2)

ëtŴI۔ όĵ ñ qŹ �Ŭ �ų 
̭ �ŷ �όĲŪόƞ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ 𝑎𝑖
,𝑠, 𝑏𝑖

,𝑠 … 𝑐𝑖
,𝑠 êç I̫ �όɸ

ÿI۔ Ȋ ðą �όĜ þïç̪ Iόɾ ،ÿƟŕόƞ ;ă�ώİ ŌǍ �Ŭ qų VόěàŪόƞ (4.2) �èàùç ό̭ǒ ، �èà

𝑦1(𝑡) =
2𝐽+1

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐼1𝔥𝑖(𝑡) + 𝑦1(0),

𝑦2(𝑡) =
2𝐽+1

∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝐼1𝔥𝑖(𝑡) + 𝑦2(0),

⋮

𝑦𝑛(𝑡) =
2𝐽+1

∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝐼1𝔥𝑖(𝑡) + 𝑦𝑛(0).

(4.3)
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̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í Ġ �ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ðũ �Ż �ų �Ŭ ;ųƱ̪ �ƍ ٔόįçόű .4 �èą �όĜ
، �Ġ �ź �όĿ

𝑦1(𝑞1𝑡) =
2𝐽+1

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐼1𝔥𝑖(𝑞1𝑡) + 𝑦1(0),

𝑦2(𝑞2𝑡) =
2𝐽+1

∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝐼1𝔥𝑖(𝑞2𝑡) + 𝑦2(0),

⋮

𝑦𝑛(𝑞𝑛𝑡) =
2𝐽+1

∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝐼1𝔥𝑖(𝑞𝑛𝑡) + 𝑦𝑛(0),

(4.4)

�èàùç ό̭ǒ Ǹ �Ŭ VόįïŪόƦ ، �èà ÿI۔ Ȋ 𝑞𝜎
,𝑠 ∈ (0, 1), 𝜎 = 1, 2, … , 𝑛. ïùà �ăόƗçόŰ ņٔύŉàî �Ŭ �ύįà 𝑦𝜎(0),𝑠 êç I̫ �όɸ

�èàùç ό̭ǒ ēĠ�ź �ʁόƬà ë �Ŵ̪ Iόɾ Ō�όʷ Ϝ ϝā�ƂϟȐϟϏƣ ï Ł �όŇçόű ÿƟ ñ qŹ �Ŭ ]όįàŪ �όŊ �ë 
Ɋ �ŹόʼŪόƚŪόƞ Ūόƞ (4.4) ïùà (4.2), (4.3) �èàùç ό̭ǒ ë �ŴόĶ (4.1)

ïùà ëtŴI όĵ ÿ �Ŏŕόƞ üόǚçόŰ ñ qŹ �Ŭ �ų 
̭ �ŷ �όĲŪόƞ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ýũƳ ό̥ǔą �όĜ Ě Iɶ î̥ �όĹ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ ýç �̨ �όȔ ðà ÿI Ȋ ç �ŬƲόĶ ýç �̨ �όȔ ʺ �όěà çόī
ÿI۔ Ȋ ç �Ŭ ό˄ű ç �όŰ ç �Ŭόʾ üόǚçόŰ üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà ë �ŴόĶ (4.3) Ūόƞ ñ qŹ �Ŭ �ų 
̭ �ŷ �όĲŪόƞ �êà ë �ŴόĶ ŏ �όŢàٓ

Ěȍ �όŇïũ˻όưà 4 .3

.𝐽 ġɱόƅ ņό˂ �ë 
όǇŪόƚù �Ō�ώʷ ï : ;ă�όİ �êà
.𝑡𝑙 = (𝑙−0.5)

2𝐽+1 , 𝑙 = 1, 2, 3 … 2𝐽+1 ë�ύĸŕόƞ۔ ;é �ŮόǇ ñ qŹ �Ŭ ]όįàŪ �όŊ �ë 
ɊόʾŪόƚŪόƞ :1 Ġ�źʧ �όŤ ėƴόŰĠĝ

ë۔ �ύĸŕόƞ ïç̪ 
όƋ𝐼1𝔥𝑖 ûŌǍ �Ŭ qų Vόěà çόī ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ïùà𝔥𝑖 ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ �é �Ů �ύįĠ�źƪą �όĜ ÿȋ(2.11)ïùà(2.5) �èàùç ό̭ǒ :2 ėƴόŰĠĝ

ëtŴI۔ όĵ ñ˄ �ώĜ qî �όĜà ;é �ŮόƗŪ �ύŊù 𝑖 ïùà 𝜎 = 1, 2, … 𝑛 êç I̫ �όɸ 𝑦′
𝜎(𝑡) = ∑2𝐽+1

𝑖=1 (𝑎𝑖)𝜎𝔥𝑖(𝑡) ë �ύĸŕόƞ �òŕ� όŒ :3 ėƴόŰĠĝ

ûŌǍ �Ŭ qų Vόěà çόī 3 ėƴόŰĠĝ ë �ŴόĶ íùîόŰ ņό˂ 𝑡 ÿȋ 0 :4 ėƴόŰĠĝ

𝑦𝜎(𝑡) =
2𝐽+1

∑
𝑖=1

(𝑎𝑖)𝜎𝐼1𝔥𝑖(𝑡) + 𝑦𝜎(0), 𝜎 = 1, 2, … , 𝑛
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̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í Ġ �ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ðũ �Ż �ų �Ŭ ;ųƱ̪ �ƍ ٔόįçόű .4 �èą �όĜ
ÿI۔ Ȋ ç �Ŭ �Ϗį í

ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 𝑦′
𝜎(𝑡),𝑠, 𝑦𝜎(𝑡),𝑠 , … , 𝑦𝜎(𝑞𝜎𝑡),𝑠 Ł �όŇçόű ÿƟ ñ qŹ �Ŭ ]όįàŪ �όŊ collocation ë �ŴόĶ (4.1) �èàùç ό̭ǒ :5 ėƴόŰĠĝ

ç �ŬƲόĶ ýç �̨ �όȔ ēĠ�ź �ʁόƬà ʺ �όěà ë �ŴόĶ (𝑎𝑖)1, (𝑎𝑖)2, … , (𝑎𝑖)𝑛 �ïĠ;źˆ �όĜù ýũƳ ό̥ǔą �όĜ ë �Ŵ̪ Iόɾ ،Ō�όʷ ÿ �Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà �Ġ�ź 
Ɏ�όķĠ �źɎ˄ �όĜà
ÿI۔ Ȋ

ë۔ �ύĸŕόƞ üόŰ Ūόƞ ýç �̨ �όȔ ēĠ�ź �ʁόƬà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ (𝑎𝑖)1, (𝑎𝑖)2, … , (𝑎𝑖)𝑛 Ġ;źˆ �όĜù ýũƳ ό̥ǔą �όĜ :6 ėƴόŰĠĝ

(𝑎𝑖)1, (𝑎𝑖)2, … , (𝑎𝑖)𝑛 Ġ;źˆ �όĜù ë �ŴόĶ 4 -ėƴόŰĠĝ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόǚçόŰ𝑦1(𝑡), 𝑦2(𝑡), … , 𝑦𝑛(𝑡) �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ýũƳ ό̥ǔą �όĜ :7 ėƴόŰĠĝ

ë�ύĸŕόƞ۔ ûç̪Ɩ �ƄόǇà Ūόƞ êùïî �όĲ ņό˂
ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç �Ŭόʾ üόǚçόŰ 𝑦1(𝑡𝑙), 𝑦2(𝑡𝑙), … , 𝑦𝑛(𝑡𝑙) üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ : ;ă�όİ ;èùٔàٓ

îόĶàٓïí ü̪όɼ Ō�όʷ ïçόī ė �Ȣ �ύĹŏόţ 4 .4

ÿI۔ Ȋ ç �Ŭόʾ ĠI őç �όǅ ÿȋ íîόĶ ņό˂ ü ٔόěç ό̭ǒ ÿƟ ;éɊ �Ź ;όě ü �ώě �í �ìïí Ūόƞ �ſ �Ż 
ύįŪ �όŊ ēíîόȵ ïùà ņό˸íŕόƞïçόī ņό˂ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ
ë۔ �ύĸŕόƞ ïũ �ȴ Ō�όʷ �èàùç ό̭ǒ ü �ώě �í �ìïí :1 ėƴŬٔɊόǒ

⎧{{{{{
⎨{{{{{⎩

𝑦′
1(𝑡) = 𝑦1(𝑡/2) + 𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡) + 𝑒𝑥𝑝(−𝑡) − 𝑒𝑥𝑝(𝑡/2)

𝑦′
2(𝑡) = −𝑦1(𝑡/2) − 𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡) + 𝑒𝑥𝑝(𝑡) + 𝑒𝑥𝑝(𝑡/2)

𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑦1(0) = 𝑦2(0) = 1, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1.

(4.5)

ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ÿƟ �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ÿ �Ŏ Ě Iɶ ÿI۔ Ȋ 𝑦1(𝑡) = exp(𝑡), 𝑦2(𝑡) = exp(−𝑡) üόŰ ġ �ƏɅόɃ çόī �èàùç ό̭ǒ
�÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ �ë 
όǇŪόƚù �Ō�ώʷ ï ÿI۔ Ȋ ç �Ŭόʾ üόŰ Ūόƞ ýç �̨ �όȔ ęčą �όĜ ė �Ǿïî �Ŭόǒ ÿƟ �èàùç ό̭ǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ïçόī

ņ �ύŉàŏ �όŢ ėόˁ ÿI Ȋ ç �Ŭ ό˄ű ç �όŰ ç̬ˍ �όĜí ÿȋ 4 .1 ü �Ŭ tų ;όě ė �όĿ ÿI۔ Ȋ ĕżٔό˰ ēí ë �ŴόĶ 4 .1 ü �Ŭ tų ;όě (MAE) ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ Ō�όʷ êũɋɱόƅ
4 .1 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ ، �Ġ �ź �όĿ ÿI۔ Ȋ ņ�ύŉç �Ŭ �όį ĕ �ż �Ŷ �̦ �όĹ Ūόƞ ñ �Ź̭ �ŷ �όŰïũ �Żόʾ ņό˂ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ũ �όʠ ،ÿI Ȋ ņ�ύŉç �όŰ ž IόǶ Ěόƞ ʺ �όě 𝑂(10−7) ÿȋ 𝑂(10−2)



59 ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ çόī �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í Ġ �ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ðũ �Ż �ų �Ŭ ;ųƱ̪ �ƍ ٔόįçόű .4 �èą �όĜ

üόŰ۔ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �ύĹïùà �éόǇïí çόī 1 ėƴŬٔɊόǒ :4 .1 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ

ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç ό̬ƣ ü �Ŭόǒ ʺ �όě îόŰ ĕ �Ņçόī üόŰ �éόǇïí ïùà ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ėόˁ ÿI Ȋ ç �ŬƲ �όŰ ė �ŵ �όį ÿȋ
ë۔ �ύĸŕόƞ ïũ �ȴ Ō�όʷ �èàùç ό̭ǒ ü �ώě �í �ìïí :2 ėƴŬٔɊόǒ

⎧{{{{{
⎨{{{{{⎩

𝑦′
1(𝑡) = exp(𝑡/2)𝑦2(𝑡/2) + 𝑦1(𝑡)

𝑦′
2(𝑡) = exp(𝑡/2)𝑦1(𝑡/2) + 𝑦2(𝑡)

𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑦1(0) = 𝑦2(0) = 1, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1.

(4.6)

ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ÿƟ �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ÿ �Ŏ Ě Iɶ ÿI۔ Ȋ 𝑦1(𝑡) = exp(𝑡), 𝑦2(𝑡) = exp(𝑡). üόŰ ġ �ƏɅόɃ çόī �èàùç ό̭ǒ
�÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ �ë 
όǇŪόƚù �Ō�ώʷ ï ÿI۔ Ȋ ç �Ŭόʾ üόŰ Ūόƞ ýç �̨ �όȔ ęčą �όĜ ė �Ǿïî �Ŭόǒ ÿƟ �èàùç ό̭ǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ïçόī

ïùà ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ėόˁ ÿI Ȋ ç �ŬƲ �όŰ ė �ŵ �όį ÿȋ 4 .2 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ ÿI۔ Ȋ ĕżٔό˰ ēí ë �ŴόĶ 4 .1 ü �Ŭ tų ;όě (MAE) ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ Ō�όʷ êũɋɱόƅ
ç �όŰ ç̬ˍ �όĜí ë �ŴόĶ 4 .4 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ Ūόƞ ñ �Ź̭ �ŷ �όŰïũ �Żόʾ ņό˂ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ،ĘùęĎόȵ ÿƟ ðà ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç ό̬ƣ ü �Ŭόǒ ʺ �όě îόŰ ĕ �Ņçόī üόŰ �éόǇïí



60 ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ çόī �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í Ġ �ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ðũ �Ż �ų �Ŭ ;ųƱ̪ �ƍ ٔόįçόű .4 �èą �όĜ
۔ ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ Ō�όʷ êũɋɱόƅ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ 𝐽 :4 .1 ü �Ŭ tų ;όě

2 ėƴŬٔɊόǒ 1 ėƴŬٔɊόǒ
𝑦2(𝑡) MAE 𝑦1(𝑡) MAE 𝑦2(𝑡) MAE 𝑦1(𝑡) MAE 𝐽

7.3000𝐸 − 03 7.3000𝐸 − 03 5.4000𝐸 − 03 1.3000𝐸 − 02 0 .2
1.9007𝐸 − 03 1.9007𝐸 − 03 1.4267𝐸 − 03 3.4187𝐸 − 03 0 .3
4.8190𝐸 − 04 4.8190𝐸 − 04 3.6790𝐸 − 04 8.7870𝐸 − 04 0 .4
1.2170𝐸 − 04 1.2170𝐸 − 04 9.3500𝐸 − 05 2.2290𝐸 − 04 0 .5
3.0570𝐸 − 05 3.0580𝐸 − 05 2.3570𝐸 − 05 5.6150𝐸 − 05 0 .6
7.6620𝐸 − 06 7.6620𝐸 − 06 5.9200𝐸 − 06 1.4090𝐸 − 05 0 .7
1.9180𝐸 − 06 1.9180𝐸 − 06 1.4820𝐸 − 06 3.5290𝐸 − 06 0 .8
4.7980𝐸 − 07 4.7980𝐸 − 07 3.7090𝐸 − 07 8.8310𝐸 − 07 0 .9

üόŰ۔ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �ύĹïùà �éόǇïí çόī 2ėƴŬٔɊόǒ :4 .2 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ

ÿI۔ Ȋ ç �Ŭ ό˄ű
:ë �ύĸŕόƞ ïũ �ȴ Ō�όʷ ýç �̨ �όȔ Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ĕɯ �όȕ Ġ�ź �Ȁ ü �ώě �í �ìïí :3 ėƴŬٔɊόǒ

⎧{{{{{{{
⎨{{{{{{{⎩

𝑦′
1(𝑡) = 2𝑦2(𝑡/2) + 𝑦3(𝑡) + 𝑡𝑐𝑜𝑠(𝑡/2)

𝑦′
2(𝑡) = −2𝑦2

3(𝑡) + 1 − 𝑡𝑠𝑖𝑛(𝑡)

𝑦′
3(𝑡) = 𝑦2(𝑡) − 𝑦1(𝑡) − 𝑡𝑐𝑜𝑠(𝑡)

𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑦1(0) = −1, 𝑦2(0) = 𝑦3(0) = 0, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1.

(4.7)



61 ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ çόī �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í Ġ �ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ðũ �Ż �ų �Ŭ ;ųƱ̪ �ƍ ٔόįçόű .4 �èą �όĜ

𝐽 ėƴ �όĜç �̦ ʦ �όŤ ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ :4 .4 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ۔ (2 ėƴŬٔɊόǒ) 𝐽 ėƴ �όĜç �̦ ʦ �όŤ ĕɯƵ �όȵ �ſƳ ό̨Ș :4 .3 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ۔ (1 ėƴŬٔɊόǒ)
3)۔ ėƴŬٔɊόǒ) (MAE) ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ Ō�όʷ êũɋɱόƅ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ 𝐽 :4 .2 ü �Ŭ tų ;όě

𝑦3(𝑡) MAE 𝑦2(𝑡) MAE 𝑦1(𝑡) MAE 𝐽
3.1668𝐸 − 03 2.0504𝐸 − 03 1.9167𝐸 − 03 2
8.0760𝐸 − 04 5.1360𝐸 − 04 4.8600𝐸 − 04 3
2.0340𝐸 − 04 1.2850𝐸 − 04 1.2190𝐸 − 04 4
5.1000𝐸 − 05 3.2120𝐸 − 05 3.0510𝐸 − 05 5
1.2770𝐸 − 05 8.0300𝐸 − 06 7.6300𝐸 − 06 6
3.1930𝐸 − 06 2.0070𝐸 − 06 1.9070𝐸 − 06 7
7.9860𝐸 − 07 5.0190𝐸 − 07 4.7680𝐸 − 07 8
1.9970𝐸 − 07 1.2550𝐸 − 07 1.1920𝐸 − 07 9

ϜħƹϟϕĶ ç̥όǔ ðà ÿI۔ Ȋ 𝑦1(𝑡) = −𝑐𝑜𝑠(𝑡), 𝑦2(𝑡) = 𝑡𝑐𝑜𝑠(𝑡), 𝑦1, (𝑡) = 𝑠𝑖𝑛(𝑡) üόŰ ġ �ƏɅόɃ çόī �èàùç ό̭ǒ
ñ �όǥ ÿI Ȋ ç �Ŭόʾ üόŰ Ūόƞ ýç �̨ �όȔ ĕɯ �όȕ Ġ�ź �Ȁ ʺ �όěà ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ÿƟ �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ÿ �Ŏ Ě Iɶ ë �ŴόĶ
ç �ŬƲ �όŰ ė �ŵ �όį ÿȋ Ō�ύʷũɟ �όȔ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ą �όĜç ό̬ƣí ë �ŴόĶ 4 .5 üƠ 
όȜ üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ïùà �éόǇïí çόī 3 ėƴŬٔɊόǒ ëtŴI۔ όĵ �èàùç ό̭ǒ �ë �Ŵ �όě ë �ŴόĶ
Ūόƞ êũ �ŻɪƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ō�όʷ êũɋɱόƅ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ �ë 
όǇũ �ŻόƗù �Ō�ώʷ ï ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç ό̬ƣ ü �Ŭόǒ ʺ �όě îόŰ ĕ �Ņçόī üόŰ �éόǇïí ïùà ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ėόˁ ÿI Ȋ
ġ �όɃàù ÿȋ 4 .6 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ ė �όĿ ، �Ġ �ź �όĿ ÿI۔ Ȋ 
ñ �Ʌ �όň ĕƽ̭ �όķ üόŰ ēíîόȵ Ęî 
όű ïç̪ 
όƋ ėόˁ ÿI Ȋ ą �όĜŕόƞ ĠI őç �όǅ ũ �όʠ ÿI Ȋ ç �Ŭό˰ ą �όĜç ό̬ƣí ë �ŴόĶ 4 .2 ü �Ŭ tų ;όě
𝑂(10−2) ņ �ύŉàŏ �όŢ ë �ŴόĶ ñ �Źόʼ ĠI ő ،ėόˁ ė �όĿ î �ϏĜ �Ġĝ ÿI۔ Ȋ �éόǇç �Ŭ WųόĶ �éόǇàï ĘàŌ�όʷ ÿƟ êùïî �όĲ ņό˂ 𝐽 ĕǌ �ŬόǇïí ë �ŴόĶ üόŰ ėόˁ ÿI Ȋ

ĕżٔό˰ž۔ IόǶ Ěόƞ ʺ �όě 𝑂(10−7) ÿȋ



62 ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ çόī �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í Ġ �ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ðũ �Ż �ų �Ŭ ;ųƱ̪ �ƍ ٔόįçόű .4 �èą �όĜ

üόŰ۔ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �ύĹïùà �éόǇïí çόī 3ėƴŬٔɊόǒ :4 .5 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ

۔ ( 3ėƴŬٔɊόǒ) 𝐽 ėƴ �όĜç �̦ ʦ �όŤ ĕɯƵ �όȵ �ſƳ ό̨Ș :4 .6 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ



63 ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ çόī �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í Ġ �ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ðũ �Ż �ų �Ŭ ;ųƱ̪ �ƍ ٔόįçόű .4 �èą �όĜ

ėǽęĎ �όŰ 4 .5

�èàùç ό̭ǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í Ġ �ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ðũ �Ż �ų �Ŭ ;ųƱ̪ �ƍ ٔόįçόű ĕɯ �όȕ Ġ�ź �Ȁ ïùà ĕɯ �όȕ ņƫàù �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ýũƳ ό̥ǔą �όĜ �ë �Ŵ �όě ïùà ùí ë �ŴόĶ �èą �όĜ ðà
ïùà ĕǌ �ŬόǇïí ،ĕ �ȇà �Ġĝ ü �̦ �ƄɊόǒ ņό˂ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ûç �Ŭ �όǥ ėƪíç �Ŭ �όį Ō�όʷ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ÿƟ �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ϜĂٔƂϟϔƗ ÿƟ

�ġ ٔύňç �Ŭ Vόį ēíîόȵ ϜĂٔƂϟϔ˰ ÿŎٔç ό̬ƣí ë �ŴόĶ êŪόƚùî �όŰ ïùà Ō�ύʷùç̧ �όȔ ëtŴI۔ όĵ ĕżٔό˰ ņό˂ üόŰ ë �ŴόƘç 
Ŭόǒ �ë �Ŵ �όě ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ GϜ ϝā�ƂUɅ �ϟύňç �όŰ Ūόƞ �ă�ώİ íç �όĲà
ëtŴI۔ όĵ ÿ �Ŏŕόƞ ġ �όɃàù Ūόƞ ìĠ 
Ą õ �όĻũ �Żόǒ ņό˂ ñ �ŷ �όŰïũ �Żόʾ
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5 �èą�όĜ
�èàùç̭όǒ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį ĕ ;żƲόĶ �é �Ů �ύįŌ�όʷ ņ ٔύŉ ąI όĵ ņƫàù ÿ �Ŏž IόǶ àî �Ŭ uόį ë �ŴόĶ ñ ό˄Ķç �Ŭ ]ύį à ;íùĠ;źˆ �ŬόƗà

ė۔ �Ȣ �ύĹŏόţ �Ō �ώʷ Ġ�źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊùïąI όĵ Ϝ Hϝ ϞĀƂٔϟƲUŬϟόʾ üόŰÿƟ
�èàùç̭όǒ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį 5 .1

ýą �όĜ ÿƟ �èàùç ό̭ǒ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį ĕńũʦόɼ ą �όĜ �èàùç ό̭ǒ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį Ūόƞ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ü �Ŭ 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ Ł �όŇçόű ÿƟ Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ
Ū ;όŊžόǔŪόƞŪόƚ úĠ;źˆ �ŬόƗà ũ �όʠ ç̬ �όŇ ėƪàٓ ç̭�όķà ʺ �όěà ė �όĿ ïùà àž IόǶ ĠI őç �όǅ ë �ŴόĶ 1851 ïą �όĜ ĕƽ I̫ �όœ ýą �όĜ çόī �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �όŰ ą �όĜç �όŰ ÿȋ
ç �Ŭόʾ ïç �Ŭ �όį ÿ �Ŏ [79] Ōƾ ٔόĜą ;όĜ ïùà �ê qî �Ŭ �ųόʼùà K Ϝ GϝĦƹU̫Uύœ ÿȋ �éόǇ û ;íąόĶ ņ� ύŉç �Ŭ �όǁą �ύĜï çόī �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį ç̬۔ �όŇ ą �όĜž IόǶ ûç̪Ɩ �ƄόǇà ë �ŴόĶ Ġ �źʧƖ �όĹ ņό˂
ÿȋ �é Iʊ �όœ ė �όĿ ïùà ÿI Ȋ �èàùç ό̭ǒ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį �èàùç ό̭ǒ �ïç �ŬʥόŦ ÿȋ �éόǇ ë �ŴόĶ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ēĠ�ź �Ǿą �όĜ ç̬۔ �όŇ

ÿI Ȋ ĕ Iʑï ĕ �żɊ �ɅόƬí ņό˂ �ë �Ÿ �̦ �Ȥɋό̘
ûùĠ;ź Vūόʼ ،ēïũ �ŻȐ �όŇ Ě ;Ž �ύįàŪόƞ ،û ;íąόĶ úŏɳ WƎόǒ ÿƟ ēíą �όĜàٓ ç �Ŭόǒçόű çόī �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņό˂ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį ,19]۔ 35, 36]

ÿI۔ Ȋ ą �όĜž IόǶ ë �ŴόĶ Ϝħȳϟϔƙ ç̨όȘ ÿƟ [35] �èç �Ŭȧ �Ƅ sŶόĴ ĕʵƼ �όĲ ïùà û ;íąόĶ ÿƟ ùٔęĎ �ŬȐ �όŇ ÿƟ ēïç̪ �ƍ sόį ،û ;íąόĶ Ł �όŇùŕόƦ ü �ŬόǇ ،ēïũ �ŻȐ �όŇ
ņ� ύŉç �Ŭ �όǁą �ύĜï ņό˂ [79]Ě ;ŽɊόŖ �ë 
Ɋ˄ �ŬƲόī ;ă�ύİŕόƞ ;î �Ŭ Iόǋ ïùùà ÿƟ �ë �ύĸŌ ;όʷ ïùà ëtŴI όĵ ĕȏ �όŇ �èç �όĲęĎόǅà ĕ �żȧ �Ƅόǁ ĕżٔόʾ ë �ŴόĶ êŪ �όŊàùç ό̭ǒ �êà
ʺ �όěà Ūόƞ ĕŧ Iόɾàŕ� όŒ ṷ̈Ʋ ό̭ǒ ņό˂ ĕƽ �̩ �όň �êç �Ŭόǒïí ÿƟ Ō;όʷžόǔ ņό˂ �ë �ύĸŌ ;όʷ ïùà ēĠ�ź qū �Ŭόʾ ëtŴI۔ όĵ ÿ �Ŏŕόƞ àíà ïàíŕόƞ ē �ŕόƞĠĝ ë �ŴόĶ Ǹ �ŬόƗ ;íąόĶ

�öąI όĵ FϜĂɛUόǥ) �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį üƠ 
όȜ-𝑧 ëtŴI۔ όĵ K Ϝ ϝā�ƂUʊϟύ˗ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį üƠ 
όȜ-𝑧 FϜĂɛUόǥ ÿI Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç ό̬ƣï ïàŕ� όŒŌ�όʷ HϜħȳUϖĹ ï �í ÿƟ ñ ٔόķàŪ �ώŊ ;í
ç �ŬȐόƣï �é Iʊ �όœç 
̭ όǒ ÿȋ ñ ٔόķàŪ �ώŊ ;í �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ Ǹ �Ŭ ]όįàï ;í ïùà Ϝ ϝ ϞĀ�ƂϟȐϟ ϟ̱όư ،ÿ�Ŏŕόƞ ņ �ύŉçόī (ÿI Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç I̫ ό˗ ĕȏ �όŇ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį
çόī Ϝ Hϝ ϞĀ�ƂϟƲUŬϟ ό˄Ėí �öęĎ �όŰ ÿƟ ïą �όĜ Ūόƞ ėƪàٓ ÿƟ FϜħɰUϓȔ àï ë �ŴόĶ ðà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ GϜ ϝ HϞĀ�ƂUɅ VϟƎUų ό̬ƣ Ūόƞ ĕƽ �̩ �όň ïçόīïí ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�ŎęĎ �όŰ �ë �ύĸŌ ;όʷ ÿI۔ Ȋ

ÿI۔ Ȋ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ
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ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόǚçόŰ üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ÿƟ �êà ،à �î I̫ όƮ ë۔ �Ŵ �Ŭ ό˄ű ž IόǶ ë �Ŵ I̫ �όœ üόŰ üƠόƜą �όĜ �èàùç ό̭ǒ Ō�όʷ Ęíą �ύĜ �ï ÿȋ ë �ŴόĶ �êà
ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ One leg-𝜃 , [25] ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ variational iteration ÿI۔ Ȋ �èïùĠ �Ő ņό˂ ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ēíîόȵ ʺ �όěà ϜĂ�ƂϟϔƗ

ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ Reproducing kernel Hilbert space ،[108] ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ Two-stage R-K ,[106]

Perturbed،[20] ė �Ȣ �ώĹ ŏόţAdomain decomposition،[53] ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ýïç �̦ Ɍ �όķàŌ ;όʷ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í ،[64](RKHSM)

ë �Ŵ˃ �Ŭ �ų˃ �όĜ ēíîόȵ Ęíŕόƞ Ě ٔύōç �όĲ ÿȋ K Ϝ GϝĦƹU̫Uύœ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņό˂ Ěǩ �όĞ ðà [10] ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ iteration

ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ ë �ŴόĶ �é �Ů �ύįŌ �όʷ K Ϝ GϝĦƹU̫Uύœ ÿƛàù ÿ�Ŏž IόǶ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ÿƟ �é �όĞù ïùà Ġ�ź �ȣ �Ƅόǒ ÿƟ �é �όĞù ë �ŴόĶ [8] ،ë �ŴόĶ ĕ Iʑ ûçόŰ ëtŴI۔ όĵ
ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ üόŰ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ �ë 
Ɋ �ŹόʼŪόƚŪόƞ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ Ūόƞ êŪ �όŊàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í

Bernoulli,Hermite Polynomials,Chebyshev Polynomials HϜħ �ȲUϖĹ ŏόţ ÿƟ �ë 
Ɋ �ŹόʼŪόƚŪόƞ þĠĄùí Ł �ό̰ʽ
[63, 103, 113] �é �Ů �ύįĠ�źƪą �όĜ ï ;î �ύĜï ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ü �Ŭɞ �Ȭ �όĹ ëtŴI όĵ ÿƧ ϜĂ�Ƃϟϔʾ ïç �Ŭ �όį ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī Polynomials

ëtŴI۔ όĵ Ϝ ϝā�Ƃϟ ϟ˄όű Łʶ �ώĜ í
ñόʿ Ġ;ź �ūόĶ ü �Ŭ 
Ɋ�όķŌ�όʷàٓ ïąI όĵ ÿƟ �ë 
Ɋ�ώķ ŌǍ �Ŭ qų Vόěà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ÿ �Ŏ [24]HsiaoïùàChen

çƠόȜàïùà ç̪ �όŤùũ 
Ɍ �όķ ņό˂(HWCM) ;î̬ �ƌ �ųόĶ �ë 
Ɋ �ŹόʼŪόƚŪόƞ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ،ë �ŴόĶ ŏ�ɳ �ώň Ġ;źƪ Ęíũ �όʠžόǔ ą۔ �ύĜí ûç �Ŭ �όǥ çόī ÿ �Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà Ūόƞ
ÿI۔ Ȋ ĕ�ż �ųόĶ Ō�όʷ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ϜĂٔƂϟϔ˰ ÿ �Ŏí ÿƟ Hsiao ïùà Chen ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ûç̪Ɩ �ƄόǇà

ĕ �όȹà �ïï ïùà �êą �ύĜ �ïĠĝ ÿI[60]۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ą �όĜçόĖ ;Ō�όʷ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ üόŰ ÿƟ ü ٔόěç ό̭ǒ Ō�όʷ ÿ �Ŏç̪ �ƍ uόį õ �ƄόǇù Ūόƞ ûç �Ŭ �όǥ ðà ë �ŴόĶ î̥ �όĹ
ïąI όĵ ą۔ �όĜç �Ŭ �ύįà Ūόƞ �ïàî �όĜà ĕ �Ȱɫ �ƈόǒ ÿƟ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ Ϝ ϝ Ϟĥƹ ٔϟŬϟɊϟόǒ ÿƟ ûùĠ;ź Vūόʼ �ë �ώĸ Ġ�ź Iʌ �όœ ĕɯ �όȕ Ġ�ź �Ȁ ÿ�Ŏ [71]

Ō�όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ÿ �Ŏ [46] �êĠI ő ēĠI ő ،ÿI Ȋ ûŪ ;όŊ ĕ �żʥ �ƍ �όĞ ʺ �όěà ĕȏ �όŇ ë �ŴόĶ ñ˄ �όĜçƠ �Ɖόǒ ĕ�ż �όǥçόű ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ çόī �ë 
Ɋ �ŹόʼũƳόīŪόƞ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù
;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ÿ �Ŏ [60]Lepik ç۔ �Ŭόʾ ûç̪Ɩ �ƄόǇà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ņό˂ Ě �Ž �όį ņٔύŉç �ŬʥόƯ íùî̩ό̘ Ūόƞ ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ĕ �ż �ųόĶ

ïąI όĵ ÿ �Ŏ ąI όĵçόű ïùà àŌ�όʷą �όĜ ë �ŴόĶ [84] ç۔ �Ŭόʾ ûç �Ŭ �όǥ ėƪíç �Ŭ �όį Ō�όʷ Ǹ �ŬƲƠ �όȚ ÿƟ êùĠ�ź �ū I̫ 
όʆ ïàîơ �̩όƬ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ
üόŰ çόī �èàùç ό̭ǒ ņό˂ �èç �Ŭόʾ ŏόŢ Įĳ �Ȭ �όĹ �é �Ʌόȿ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ü �Ŭ 
Ɋ�όķŌ�όʷàٓ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ĕ �ż �ųόĶ Ō�όʷ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù
ą �όĜçόĖ ;Ō�όʷ Ūόƞ ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ Chen-Hsiao ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ ،ë �ŴόĶ ĕ Iʑ ûçόŰ ç۔ �Ŭόʾ üόǚçόŰ
ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ÿƟ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ ēù �ŏ �όŢ Ł �όŇçόű Ł �όŇçόű ÿƟ �øŕ� όŒ ÿƟ Ġ�ź �Ǿą �όĜ ÿ �Ŏ [8] �ë �ŴόĶà ïùà �Ō�ώʷ �ŏόȼ ،ÿI Ȋ ç �Ŭό˰
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ü �ύěî �Ŭ �όį Ūόƞ ìęĎ̨όȖà ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī õ �ƄόǇŪ �όŊ ņό˂ �Ō�ώʷ Ġ �źǼ Ōƾ �Ŭ ;όį ĘĠ�ź۔[89] �Ȁù ç �όǚï ˂ņό۔ �ëtŴ �όě �êç̬ �όȅ ņό˂ üόŰ
�èàùç ό̭ǒ �øŕ� όŒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í singularly perturbed Ūόƞ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ Haar wavelet collocation ŏǜ �όŇ ïùà ç �Ŭόʾ

üόŰ Ūόƞ singularly perturbed convection delayed dominated diffusion equations ïùà
ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόǚçόŰ üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ çόī �èàùç ό̭ǒ ũ �ŻόƗ-ņƫ- �ë �όǥ ÿ�Ŏ [2] �ſ �Ż �όĞï ïùà ėƴόưàî �Ŭόȶ ç۔ �Ŭόʾ ŪόƦęč ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ

ą۔ �όĜęĎόĶ Ūόƞ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ �ë 
Ɋ �ŹόʼŪόƚŪόƞ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ïùà ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ backward Euler ϜĂ�ƂϟϔƗ
ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ çόī �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ Ęî 
όű Ě �ŽόǒŌ�όʷ ÿŎٔç �̩ �όň ÿƟ HϜħ �ȲUϖĹ ŏόţ ĕ �ż �ύįàùï ÿƟ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ÿ �Ŏ Ě Iɶ êç I̫ �όœ

�ſ �Ż 
Ɋόǒ �ë�ύĸŌ �όʷ ĕٰƽόȵà íũ �όʠžόǔ ë �ŴόĶ �èàùç ό̭ǒ ē �ïç �Ŭ �ųόĶà ،ë �ŴόĶ ŏ �ɴ �όȔ Įĳ �Ȭ �όĹ Ęî 
όű Ě �ŽόǒŌ�όʷ ðà ÿI۔ Ȋ ç �Ŭόʾ ŪόƦęč (MHWSM)

ÿƟ �ă�ώİ Ġ �Ő ýũƳ̥όǔą �όĜ ë �ŴόĶ �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ Ūόƞ �ſ �Ż 
Ɋόǒ (𝑛 + 1)𝑡ℎ ÿƟ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ýũƳ ό̥ǔą �όĜ ÿŎٔç �̩ �όň ņό˂ �Ġ�ź 
Ɏ˄ �ƒ �όĞ (𝑛𝑡ℎ)

üόŰ ïàũʦ Iόɾ ʺ �όěà ë �ŴόĶ FϜħƹUϕĜ ç �̦ όǔ ÿƟ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ �ë 
Ɋ �ŹόʼŪόƚŪόƞ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ÿ �Ŏ MHWSM ÿI۔ Ȋ ņ�ύŉç �όŰ ēí �ă�ώİ ŏ�Ȫ �όĹ Ł �όŇçόű
ÿI۔ Ȋ õ �όĻũ �Żόǒ ĕŧόƣ êą �όĜç̪ �όŤ ë �ŴόĶ ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ ϜĂ�ƂϟϔƗ ðà ،ÿI Ȋç �Ŭόʾ ïç �Ŭ �όį

Ġ�źʧƖ �όĹ ņό˂ ė �Ȣ �ύĹŏόţ 5 .2

ëtŴI۔ όĵ ÿ �Ŏŕόƞ �òŕ� όŒ �èàùç ό̭ǒ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį �é �Ů �ύįŌ �όʷ 𝑛𝑡ℎ ʺ �όěà Ě Iɶ ϜĂ�Ƃ ٔϟϖį àٓ

𝑦𝑛(𝑡) = 𝜑 (𝑔(𝑡), 𝑦(𝑞0𝑡), 𝑦1(𝑞1𝑡), 𝑦2(𝑞2𝑡) … 𝑦𝑛(𝑞𝑛𝑡)) , ∀ 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡𝑓 ]

with 𝑦𝜂(𝑡0) = 𝑦𝜂
0 ,

(5.1)

ü �̦ �ƄɊόǒ ĕ �Ȱ �Ƅ �Ȧόǭ 𝑞0, 𝑞1, … , 𝑞𝑛 ïùà ،ÿI Ȋ ṷ̈Ʋ ό̭ǒ Ō�όʷ [𝑡0, 𝑡𝑓 ] 𝑔(𝑡) ،ÿI Ȋ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ Ō�ώʷ �Ō�όʷ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ʺ �όěà 𝜑 êç I̫ �όɸ
𝑦𝜂

0 ïùà ÿI Ȋ ą �όĜŕόƞ ĠI őç �όǅ Ūόƞ �èç �̦ �Ƅ 
Ɋόǒ �é �Ů �ύįŌ �όʷ 𝑛𝑡ℎ ïùà þĠĄùí ، K Ϝ GϝĦƹU̫Uύœ �é �Ů �ύįĠ�źƪą �όĜ 𝑦1, 𝑦2 … 𝑦𝑛 ، �Ġ �ź �όĿ . ë �ŴόĶ (0, 1] ëtŴI όĵ
üόŰ Ūόƞ (1 .5( ë۔ �Ŵ ό̬ƣï 𝑡 = 𝑡0ë �ŴόĶ (5.1) ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 𝑦𝑛(𝑡0) 𝜂۔ = 0�1, 2 … 𝑛 − 1 ëtŴI όĵ Ģ ٔόȔàĠ 
Ą ņό˂ ïî �όĲ ņٔύŉàî �Ŭ �ύįà
Ě ٔύōç �όĲ Ěȍ �ύŇïũ ό˻ưà ü �ώě �í �ìïí ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī (2.5) Haar wavelet series ÿ�Ŏ Ě Iɶ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ
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ëtŴI όĵ Ϝ ϝā�Ƃϟ ϟ˄όű Ł όʁư Ě Iɶ ،à �î I̫ όƮ ÿI۔ Ȋ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ü �Ŭ tϑį ŌǍ �Ŭ qų Vόěà õ �Ϗĺ Ġĝ 𝑦𝑛+1(𝑡) ë�ύĸŕόƞ �òŕ� όŒ ϜĂ�Ƃ ٔϟϖį àٓ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭόʾ

𝑦𝑛+1(𝑡) =
2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝔥𝑖(𝑡). (5.2)

ÿI Ȋ ĕ�żƲόĶ �èïç �Ŭόȶ ü �ώě �í �ìïí àïç̪ Iόɾ ،ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ �ë 
Ɋ�ώķ ŌǍ �Ŭ qų Vόěà ïą �όĜ 𝑟 Ūόƞ𝑟(5.2) ÿȋ ÿƛàũόʠ ÿƟ 𝑡

𝑦𝑛+1−𝑟(𝑡) =
2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐼𝑟𝔥𝑖(𝑡) +
𝑛

∑
𝜂=𝑛+1−𝑟

𝑦𝜂(𝑡0)(𝑡)𝜂−(𝑛+1−𝑟)

(𝜂 − (𝑛 + 1 − 𝑟))! . (5.3)

،ÿI Ȋ ç �ŬƲόĶ 𝑦(𝑡) ë �Ŵ̪ IόɾŌ�όʷ Ϝ ϝā�ƂϟȐϟϏƣ ï 𝑟 = 𝑛 + 1 ë �ŴόĶ (5.3)

𝑦(𝑡) =
2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐼𝑛+1𝔥𝑖(𝑡) +
𝑛

∑
𝜂=0

𝑦𝜂(𝑡0)(𝑡)𝜂

(𝜂)! . (5.4)

،ĘùęĎόȵ ÿƟ ðà

𝑦(𝑞0𝑡) =
2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐼𝑛+1𝔥𝑖(𝑞0𝑡) +
𝑛

∑
𝜂=0

𝑦𝜂(𝑡0)(𝑞0𝑡)𝜂

(𝜂)! . (5.5)

،ìŏόţ ĕɂà

𝑦1(𝑞1𝑡) =
2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐼𝑛𝔥𝑖(𝑞1𝑡) +
𝑛

∑
𝜂=1

𝑦𝜂(𝑡0)(𝑞1𝑡)𝜂−1

(𝜂 − 1)! , (5.6)

⋮
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𝑦𝑛(𝑞𝑛𝑡) =
2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐼1𝔥𝑖(𝑞𝑛𝑡) + 𝑦𝑛(𝑡0). (5.7)

ÿI۔ Ȋ ç �ŬƲόĶ ë �Ŵ̪ Iόɾ ،ÿŎٔž IόǶ ϜĂ�ƂϟϔƗ î �όĜ ë �ŴόĶ (5.1) �èàùç ό̭ǒ Ūόƞ (5.3- 5.7) �èàùç ό̭ǒ ، �èà
2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐼1𝔥𝑖(𝑡) + 𝑦𝑛(𝑡0) = 𝜑 (𝑔(𝑡),
2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐼𝑛+1𝔥𝑖(𝑞0𝑡) +
𝑛

∑
𝜂=0

𝑦𝜂(𝑡0)(𝑞0𝑡)𝜂

(𝜂)! ,

2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐼𝑛𝔥𝑖(𝑞1𝑡) +
𝑛

∑
𝜂=1

𝑦𝜂(0)(𝑞1𝑡)𝜂−1

(𝜂 − 1)! , … ,
2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐼1𝔥𝑖(𝑞𝑛𝑡) + 𝑦𝑛(0)) .

(5.8)

ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà ë �ŴόĶ (5.8) �èàùç ό̭ǒ 𝑡𝑙 = 𝑙−0.5
2𝑀 , 𝑙 = 1, 2, … 2𝑀 collocation points ،ėόˁ ė �όĿ î �ϏĜ �Ġĝ

ÿI۔ Ȋ àž IόǶ üόǚçόŰ ë �Ŵ̪ Iόɾ ،ÿŎٔž IόǶ
2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐼1𝔥𝑖(𝑡𝑙) + 𝑦𝑛(𝑡0) = 𝜑 [𝑔(𝑡𝑙),
2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐼𝑛+1𝔥𝑖(𝑞0𝑡𝑙) +
𝑛

∑
𝜂=0

𝑦𝜂(𝑡0)(𝑞0𝑡𝑙)𝜂

(𝜂)! ,

2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐼𝑛𝔥𝑖(𝑞1𝑡𝑙) +
𝑛

∑
𝜂=1

𝑦𝜂(𝑡0)(𝑞1𝑡𝑙)𝜂−1

(𝜂 − 1)! , … ,
2𝑀
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐼1𝔥𝑖(𝑞𝑛) + 𝑦𝑛(𝑡0)] .

(5.9)

ÿȋ ņ�ύŉçόűàٓ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ēïàŌʸ �όĜ ĕȏ �όŇ ĕɚόʾ ĕɚ �ŷ �όŰ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ çόī �ê ;î �Ŭ ٔύįàŌ�όʷ ą �όĜ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ çόī �ë ;όĸũ �Ż �όį Ě Iɶ ، �èà
ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç �Ŭόʾ üόǚçόŰ ŕόƞ ûî �όĜ ë �ŴόĶ (5.4) Ūόƞ 𝑎,

𝑖𝑠 üόŰ ،ë �ŴόĶ ŏ �όŢàٓ ëtŴI۔ όĵ Ϝ ϝā�Ƃϟ ϟ˄όű ŕόƞ 
ðęĎ �όĜ 𝑎,
𝑖𝑠 �ă�ώİ Ġ �Ő

ė �ώĿ ŏ �ɳ �όň ēíîόȵ 5 .3

ĕɯ �όȕ Ġ�ź �Ȁ ïùà ĕɯ �όȕ ņό˂ �é �ŮόȶŪ �όŊ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόįÿ �Ŏ Ě Iɶ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ GϜ ϝā�ƂUɅ �ϟύňç �όŰ Ūόƞ �ă�ώİ íç �όĲà ïùà �øęĎόǅà ü �όěç �όĲ ÿƟ ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ĕ �ż �ύįà
�èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņό˂ �é �Ů �ύįŌ �όʷ ĕȏ �όŇũ �όʠ ïùà ، ēĠĪ �Ź �όě، þĠĄùí ، �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ùŌǍ �Ŭ qų Vόěà ، �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í
ϜĂ�Ƃϟϔʾ ;èïŪ �ϏŊ ï ë �ŴόĶ Ō�ύʷùç̧ �όȔ ïùà �Ōƾ �Ŭ tų ;όě ïùà ëtŴI όĵ ÿ �Ŏç �όŰ ϜĂ�Ƃϟϔʾ ë �ŴόĶ MATLAB �Ġ�ź 
Ɏ �ŹόƘũʦόƋ Ō;όʷũ �Ż uų ό̪˒ ýç̪ �όŤ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭόʾ üόŰ Ūόƞ

ëtŴI۔ όĵ



69 ė۔ �Ȣ �ώĹ ŏόţ �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊùïąI όĵ Ϝ Hϝ ϞĀٔƂϟƲUŬϟόʾ üόŰÿƟ �èàùç ό̭ǒ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį ĕ ;żƲόĶ �é �Ů �ύįŌ �όʷ ņٔύŉ ąI όĵ ņƫàù ÿ�Ŏž IόǶ àî �Ŭ uόį ë �ŴόĶ ñ ό˄Ķç �Ŭ ]ύįà ;íùĠ;źˆ �ŬόƗà .5 �èą �όĜ
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1)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ çόī üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ïùà �éόǇïí :5 .1 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ
1)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ņ �ύŉàŏ �όŢ ë �ŴόĶ ė �όĿ �ïàžόǔ Ł �όŇçόű ÿƟ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ Ęíũ �όʠžόǔ :5 .1 ü �Ŭ tų ;όě

RKHSM[64] VIM[25] VIM[25] One-leg [106, 107] Two-stage Our
𝑛 = 100 𝑛 = 5 𝑛 = 5 𝜃-method order-one method

(𝜃 = 0.8) RKM[108] 𝐽 = 2
4.92𝐸 − 04 5.55𝐸 − 03 1.11𝐸 − 02 2.81𝐸 − 01 5.34𝐸 − 03 0

ë۔ �ύĸŕόƞ ïũ �ȴ Ō�όʷ �èàùç ό̭ǒ ņό˂ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį 1۔ ėƴŬٔɊόǒ

𝑦″(𝑡) = 3
4𝑦(𝑡) + 𝑦 ( 𝑡

2) + 𝑦′ ( 𝑡
2) + 1

2𝑦″ ( 𝑡
2) − 𝑡2 − 𝑡 + 1, 𝑡 ∈ [0, 1],

𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 0.
(5.10)

ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ŪόƦęč Ō�όʷ (5.10) Ł �όŇçόű ÿƟ ņ �ύŉç �Ŭόǒçόī Ūόƞ ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ Ęíũ �όʠžόǔ ÿI۔ Ȋ 𝑦𝑒 = 𝑡2 ÿȋ [64] üόŰ �éόǇïí çόī (5.10)

çόī �ă�ώİ Ġ �Ő ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ÿȋ [108, 106, 107, 25, 64] êũ �Ȥ �ώĹ ŏόţ Ęíũ �όʠžόǔ Ł �ό̰ʽ ė �όĿ �ïàžόǔ çόī ė �ʁ �Ǝ Wų Vόě ïùà ÿI Ȋ
ç �Ŭόʾ ÿƟŕόƞ �èç �̩ �Ƒ �όįà çόī þ �ïàî �όĜà ņٔύŉàî �Ŭ �ύįà �éόǇç �Ŭόǒ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà Ūόƞ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ÿƟ �ë ;όĸũ �Ż �όį ĕʵ �ŬόǇęĎόī �èç ό̭ǥ
،ĘùęĎόȵ ÿƟ ðà ÿI۔ Ȋ ŏ�Ȫόǡ ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 𝐽 = 2, 3, 4, … , 9 ėόˁ ç �Ŭόʾ ĘîI όĵç 
̭ όǒ ÿ�Ŏ Ě Iɶ ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �όŰ
ė �ŵ �όį ÿȋ 5 .1 üƠ 
όȜ ëtŴI۔ όĵ ϜĂ�Ƃϟϔʾ àî �Ŭ uόį �ġ ٔύňç �Ŭ Vόį Ġ�ź Iʌ �όœ ÿ �Ŏ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ þïç̪ Iόɾ ėόˁ ÿI Ȋ ġ �όɃàù ÿȋ 5 .2 ü �Ŭ tų ;όě ïùà 5 .1 ü �Ŭ tų ;όě ė �όĿ

ëtŴI۔ όĵ Ϝ ϝā�ƂϟƲϟϏĶ Ō�όʷ ïũόş ēĠȾ �όȔ üόŰ êŪ �όŊùí ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ïùà �éόǇïí ėόˁ ÿI Ȋ ç �ŬƲ �όŰ
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1)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ çόī üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ïùà �éόǇïí :5 .2 ü �Ŭ tų ;όě

üόŰ �éόǇïí ė �Ȣ �ύĹŏόţ Ęíũ �όʠžόǔ 𝑡(= 1/32)
00097656250 .0 00097656250 .0 0 .1
00878906250 .0 00878906250 .0 0 .3
02441406250 .0 02441406250 .0 0 .5
04785156250 .0 04785156250 .0 0 .7
07910156250 .0 07910156250 .0 0 .9
11816406250 .0 11816406250 .0 0 .11
16503906250 .0 16503906250 .0 0 .13
21972656250 .0 21972656250 .0 0 .15
28222656250 .0 28222656250 .0 0 .17
35253906250 .0 35253906250 .0 0 .19
43066406250 .0 43066406250 .0 0 .21
51660156250 .0 51660156250 .0 0 .23
61035156250 .0 61035156250 .0 0 .25
71191406250 .0 71191406250 .0 0 .27
82128906250 .0 82128906250 .0 0 .29
93847656250 .0 93847656250 .0 0 .31

êũɋɱόƅ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ 𝐽 :5 .4 ü �Ŭ tų ;όě
4)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ĕɯƵ �όȵ �ſƳ ό̨Ș Ě �Ž �ɪόȗŌ�όʷ

|𝑦𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 − 𝑦𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥| max 𝐽
8.2836𝐸 − 04 0 .3
2.1882𝐸 − 04 0 .4
5.6115𝐸 − 05 0 .5
1.4201𝐸 − 05 0 .6
3.5715𝐸 − 06 0 .7
8.9555𝐸 − 07 0 .8
2.2414𝐸 − 07 0 .9

êũɋɱόƅ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ 𝐽 :5 .3 ü �Ŭ tų ;όě
2)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗŌ�όʷ

|𝑦𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 − 𝑦𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥| max 𝐽
7.4217𝐸 − 04 0 .3
1.9187𝐸 − 04 0 .4
4.8675𝐸 − 05 0 .5
1.2252𝐸 − 05 0 .6
3.0729𝐸 − 06 0 .7
7.6943𝐸 − 07 0 .8
1.9248𝐸 − 07 0 .9

ëtŴI۔ όĵ ÿ �Ŏŕόƞ ïũ �ȴ Ō�όʷ �èàùç ό̭ǒ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį ĕɯ �όȕ Ġ�ź �Ȁ ņό˂ �é �Ů �ύįŌ �όʷ þĠĄùí ʺ �όěà Ě Iɶ ë �ŴόĶ ûç 
Ŭόǒ ðà 2۔ ėƴŬٔɊόǒ

𝑦″(𝑡) = −𝑦(𝑡) + 5 (𝑦 ( 𝑡
2))

2
, 𝑡 ∈ [0, 1],

𝑦(0) = 1, 𝑦′(0) = −2.
(5.11)

Ō�ύʷ ũɟ �όȔ ïùà 5 .3 ü �Ŭ tų ;όě çόī üόŰ þïç̪ Iόɾ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ üόǚçόŰ üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ çόī (5.11) Ł �όŇçόű ÿƟ Ěȍ �ύŇïũ ό˻ưà Ęíũ �όʠžόǔ
êç �Ŭόǒç �όŰ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ ėόˁ ÿI Ȋ ç �Ŭόʾ ĘîI όĵç 
̭ όǒ ÿ�Ŏ Ě Iɶ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭόʾ ė �όĿ �ïàžόǔ ÿȋ 𝑦𝑒 = exp(−2𝑡) üόŰ �éόǇïí ë �ŴόĶ 5 .2

ëtŴI۔ όĵ ņ� όŉž IόǶ Ěόƞ ʺ �όě 𝑂(10−7) ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 𝐽 = 9 ÿȋ 𝑂(10−3) ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 𝐽 = 2
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êç �ŬɪƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ :5 .3 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ2)۔ ėƴŬٔɊόǒ) 𝐽 ėƴ �όĜç �̦ ʦ �όŤ
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Approximate solution
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üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ïùà �éόǇïí :5 .2 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ2)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ çόī

ũ �όʠ ë �ύĸŕόƞ ïũ �ȴ Ō�όʷ Ϝ ϝ Ϟĥƹ ٔϟŬϟɊϟόǒ ÿƟ ïî �όĲ ņٔύŉàî �Ŭ �ύįà ņό˂ Ěǩ �όĞ ņό˂ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį �é �Ů �ύįŌ �όʷ þĠĄùí ü �ώě �í ė �Ǿïî �Ŭόǒ ϜĂ�Ƃ ٔϟϖį àٓ 3۔ ėƴŬٔɊόǒ
،ÿI Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ŕόƞ �í ë �ŴόĶ [64]

𝑦″(𝑡) = 𝑦′ ( 𝑡
2) − 𝑡

2𝑦″ ( 𝑡
2) + 2, 𝑡 ∈ [0, 1],

𝑦(0) = 1, 𝑦′(0) = 0.
(5.12)

�ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ė �όĿũƳ̨όȘ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭόʾ üόŰ Ūόƞ ûç 
Ŭόǒ ðà ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ Ęíũ �όʠžόǔ ÿ�Ŏ Ě Iɶ
Ō;όʷũ �Ż uų ό̪˒ ÿI۔ Ȋ 𝑦𝑒 = 1 + 𝑡2 üόŰ �éόǇïí çόī (5.12) Ě ;ŽɊόŖ ÿI۔ Ȋ 𝑦ℎ = ∑2𝑀

𝑖=1 𝑎𝑖 ∗ 𝐼3𝔥𝑖(𝑡) + 𝑡2 + 1.

ïùà üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ÿI۔ Ȋ ŏ�Ȫόǡ ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 𝐽 = 2, 3, … , 9 ėόˁ ÿI Ȋ ç �Ŭό˰ ç̬ˍ �όĜí ė �όĿ Ō�όʷ ÿ �Ŏŕόƞ �ë 
Ɋ �ŹόƘũʦόƋ
üόŰ êŪ �όŊùí ėόˁ ÿI Ȋ ą �όĜŕόƞ ĠI őç �όǅ ũ �όʠ ÿI Ȋ ç �Ŭό˰ ą �όĜç ό̬ƣí ë �ŴόĶ 5 .4 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ ïùà 5 .5 ûùî �όŰ Ūόƞ ė �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ �éόǇïí

ëtŴI۔ όĵ HϜ FϝāɛUŷUόŰ ʺ �όěà



72 ė۔ �Ȣ �ώĹ ŏόţ �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊùïąI όĵ Ϝ Hϝ ϞĀٔƂϟƲUŬϟόʾ üόŰÿƟ �èàùç ό̭ǒ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį ĕ ;żƲόĶ �é �Ů �ύįŌ �όʷ ņٔύŉ ąI όĵ ņƫàù ÿ�Ŏž IόǶ àî �Ŭ uόį ë �ŴόĶ ñ ό˄Ķç �Ŭ ]ύįà ;íùĠ;źˆ �ŬόƗà .5 �èą �όĜ

3)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ çόī üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ïùà �éόǇïí :5 .5 ü �Ŭ tų ;όě
üόŰ �éόǇïí ė �Ȣ �ύĹŏόţ Ęíũ �όʠžόǔ 𝑡(= 1/16)

003906250 .1 003906250 .1 0 .1
035156250 .1 035156250 .1 0 .3
097656250 .1 097656250 .1 0 .5
191406250 .1 191406250 .1 0 .7
316406250 .1 316406250 .1 0 .9
472656250 .1 472656250 .1 0 .11
660156250 .1 660156250 .1 0 .13
878906250 .1 878906250 .1 0 .15
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3)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ çόī üόŰ �éόǇïí ïùà ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ :5 .4 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ



73 ė۔ �Ȣ �ώĹ ŏόţ �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊùïąI όĵ Ϝ Hϝ ϞĀٔƂϟƲUŬϟόʾ üόŰÿƟ �èàùç ό̭ǒ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį ĕ ;żƲόĶ �é �Ů �ύįŌ �όʷ ņٔύŉ ąI όĵ ņƫàù ÿ�Ŏž IόǶ àî �Ŭ uόį ë �ŴόĶ ñ ό˄Ķç �Ŭ ]ύįà ;íùĠ;źˆ �ŬόƗà .5 �èą �όĜ

ëtŴI۔ όĵ ÿ �Ŏŕόƞ ïũ �ȴ Ō�όʷ �èàùç ό̭ǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í ùŌǍ �Ŭ qų Vόěà ĕɯ �όȕ Ġ�ź �Ȁ ʺ �όěà ņƫàù Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ Ě Iɶ 4۔ ėƴŬٔɊόǒ

𝑦′(𝑡) + ( 𝑡
2 − 2) 𝑦(𝑡) − 2 ∫

𝑡

0
(𝑦 (𝑠

2))
2

𝑑𝑠 = 1, 𝑡 ∈ [0, 1],

𝑦(0) = 0.
(5.13)

ÿI Ȋ ç �Ŭ ό˄ű ç �όŰ ç �Ŭόʾ Ěόƞ ʺ �όě �èàùç ό̭ǒ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį ĕɯ �όȕ Ġ�ź �Ȁ ņό˂ �é �Ů �ύįŌ �όʷ ēĠĄùí Ūόƞ (5.13) �èàùç ό̭ǒ

𝑦″(𝑡) + ( 𝑡
2 − 2) 𝑦′(𝑡) + 1

2𝑦(𝑡) − 2 (𝑦 ( 𝑡
2))

2
= 1, 𝑡 ∈ [0, 1],

𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 1.
(5.14)

ė �όĿ �ïàžόǔ çόī üόŰ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭόʾ üόǚçόŰ üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ çόī ðà ïùà ÿI Ȋ ç �Ŭόʾ ŪόƦęč Ō�όʷ (5.14) Ūόƞ Ěȍ �ύŇïũ ό˻ưà Ęíũ �όʠžόǔ ÿ�Ŏ Ě Iɶ ، �èà
ëtŴI۔ όĵ ϜĂ�Ƃϟϔ˰ ϜĂ�Ƃϟϔʾ 
ñ tŹ uόě ë �ŴόĶ 5 .6 ûùî �όŰ ïùà 5 .4 ûùî �όŰ Ūόƞ �ġ ٔύňç �Ŭ Vόį ïùà ÿI Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ÿȋ 𝑦𝑒 = 𝑡 exp(𝑡) üόŰ �éόǇïí
𝑂(10−7) ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 𝐽 = 9 ÿȋ 𝑂(10−4) ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 𝐽 = 2 êç �Ŭόǒç �όŰ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ ėόˁ ÿI Ȋ ç �Ŭόʾ ĘîI όĵç 
̭ όǒ ÿ�Ŏ Ě Iɶ

HϜ FϝāɛUŷUόŰ ʺ �όěà Ō�όʷ ïũόş ēĠȾ �όȔ üόŰ êŪ �όŊùí ėόˁ ÿI Ȋ ņό˂ �Ɓ �ϏŊ î̧ �όȔ ë �ŴόĶ 5 .5 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ ÿ�Ŏ Ě Iɶ ،ĘùęĎόȵ ÿƟ ðà ëtŴI۔ όĵ ņ� όŉž IόǶ Ěόƞ ʺ �όě
ëtŴI۔ όĵ

ëtŴI۔ όĵ ÿ �Ŏŕόƞ ïũ �ȴ Ō�όʷ �èàùç ό̭ǒ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį �é �Ů �ύįŌ �όʷ ēĠĪ �Ź �όě Ě Iɶ ë �ŴόĶ ûç 
Ŭόǒ ðà 5۔ ėƴŬٔɊόǒ

𝑦‴(𝑡) = 𝑦(𝑡) + 𝑦′ ( 𝑡
2) + 𝑦″ ( 𝑡

3) + 1
2𝑦‴ ( 𝑡

4) − 𝑡4 − 𝑡3

2 − 4
3𝑡2 + 21𝑡, ¬𝑡 ∈ [0, 1],

𝑦(0) = 𝑦′(0) = 𝑦″(0) = 0.
(5.15)

ė �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ 𝑦𝑒 = 𝑡4 üόŰ �éόǇïí ïùà ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭόʾ ŪόƦęč Ō�όʷ (5.15) Ūόƞ Ěȍ �ύŇïũ ό˻ưà Ęíũ �όʠžόǔ ÿ�Ŏ Ě Iɶ
êũ �Ż tϑį Ġ �Ő ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ëtŴI۔ όĵ HϜ FϝāɛUŷUόŰ ʺ �όěà Ō�όʷ ïũόş ēĠȾ �όȔ üόŰ êŪ �όŊùí ėόˁ ÿI Ȋ ą �όĜŕόƞ ĠI őç �όǅ ė �όĿ ïùà ÿI Ȋ ç �Ŭό˰ ą �όĜç ό̬ƣí ë �ŴόĶ 5 .7 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ



74 ė۔ �Ȣ �ώĹ ŏόţ �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊùïąI όĵ Ϝ Hϝ ϞĀٔƂϟƲUŬϟόʾ üόŰÿƟ �èàùç ό̭ǒ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį ĕ ;żƲόĶ �é �Ů �ύįŌ �όʷ ņٔύŉ ąI όĵ ņƫàù ÿ�Ŏž IόǶ àî �Ŭ uόį ë �ŴόĶ ñ ό˄Ķç �Ŭ ]ύįà ;íùĠ;źˆ �ŬόƗà .5 �èą �όĜ

4)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ çόī üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ïùà �éόǇïí :5 .6 ü �Ŭ tų ;όě
|𝑦𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 − 𝑦𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥| üόŰ �éόǇïí ė �Ȣ �ύĹŏόţ Ęíũ �όʠžόǔ 𝑡(= 1/32)

0.1653𝐸 − 6 0322419814 .0 0322421468 .0 0 .1
0.2423𝐸 − 5 1029642319 .0 1029618079 .0 0 .3
0.8562𝐸 − 5 1826747572 .0 1826661951 .0 0 .5
0.1856𝐸 − 4 2722387735 .0 2722202080 .0 0 .7
0.3348𝐸 − 4 3725957133 .0 3725622277 .0 0 .9
0.5385𝐸 − 4 4847651995 .0 4847113430 .0 0 .11
0.8086𝐸 − 4 6098534812 .0 6097726143 .0 0 .13
0.1152𝐸 − 3 7490603671 .0 7489450753 .0 0 .15
0.1585𝐸 − 3 9036866916 .0 9035281845 .0 0 .17
0.2115𝐸 − 3 0751423553 .1 0749307939 .1 0 .19
0.2760𝐸 − 3 2649549829 .1 2646789302 .1 0 .21
0.3533𝐸 − 3 4747792434 .1 4744259044 .1 0 .23
0.4453𝐸 − 3 7064068834 .1 7059615777 .1 0 .25
0.5536𝐸 − 3 9617775258 .1 9612238562 .1 0 .27
0.6806𝐸 − 3 2429902915 .2 2423096473 .2 0 .29
0.8283𝐸 − 3 5523163047 .2 5514879480 .2 0 .31
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êç �ŬɪƵ �όȵ �ſƳ ό̨Ș Ě �Ž �ɪόȗ :5 .6 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ4)۔ ėƴŬٔɊόǒ) 𝐽 ėƴ �όĜç �̦ ʦ �όŤ
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üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ïùà �éόǇïí :5 .5 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ4)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ çόī

5)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ çόī ņ �ύŉàŏ �όŢ Ł �όŇçόű ÿƟ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ Ęíũ �όʠžόǔ :5 .7 ü �Ŭ tų ;όě
VIM [25] VIM [25] VIM [25] Two-stage [108] ė �Ȣ �ύĹŏόţ àïç̪ Iόɾ
𝑛 = 6 𝑛 = 5 𝑛 = 4 order-one RKM 𝐽 = 2
1.26𝐸 − 06 4.01𝐸 − 05 3.21𝐸 − 04 7.34𝐸 − 02 6.92214𝐸 − 10



75 ė۔ �Ȣ �ώĹ ŏόţ �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊùïąI όĵ Ϝ Hϝ ϞĀٔƂϟƲUŬϟόʾ üόŰÿƟ �èàùç ό̭ǒ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį ĕ ;żƲόĶ �é �Ů �ύįŌ �όʷ ņٔύŉ ąI όĵ ņƫàù ÿ�Ŏž IόǶ àî �Ŭ uόį ë �ŴόĶ ñ ό˄Ķç �Ŭ ]ύįà ;íùĠ;źˆ �ŬόƗà .5 �èą �όĜ
5)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ çόī üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ïùà �éόǇïí :5 .8 ü �Ŭ tų ;όě

|𝑦𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 − 𝑦𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥| üόŰ �éόǇïí ė �Ȣ �ύĹŏόţ Ęíũ �όʠžόǔ 𝑡(= 1
16 )

0.00098𝐸 − 10 000015258789063 .0 000015258789160 .0 0 .1
0.07143𝐸 − 10 001235961914063 .0 001235961921205 .0 0 .3
0.02372𝐸 − 10 009536743164063 .0 009536743166434 .0 0 .5
0.21057𝐸 − 10 036636352539063 .0 036636352518005 .0 0 .7
1.26421𝐸 − 10 100112915039063 .0 100112915165484 .0 0 .9
1.31123𝐸 − 10 223403930664063 .0 223403930795185 .0 0 .11
2.14829𝐸 − 10 435806274414063 .0 435806274199234 .0 0 .13
6.92214𝐸 − 10 772476196289063 .0 772476195596849 .0 0 .15
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êç �ŬɪƵ �όȵ �ſƳ ό̨Ș Ě �Ž �ɪόȗ :5 .8 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ5)۔ ėƴŬٔɊόǒ) 𝐽 ėƴ �όĜç �̦ ʦ �όŤ
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üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ïùà �éόǇïí :5 .7 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ5)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ çόī

ÿ�Ŏ Ě Iɶ ، �Ġ �ź �όĿ ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç �Ŭόʾ Ł �όŇçόű ÿƟ þ �ïàî �όĜà ņٔύŉàî �Ŭ �ύįà �éόǇç �Ŭόǒ ÿȋ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ÿƟ �ë ;όĸũ �Ż �όį ĕʵ �ŬόǇęĎόī �èç ό̭ǥ çόī
ė �ʁ �Ǝ Wų Vόě ė �όĿ Ě Iɶ ÿȋ 5 .7 ïùà 5 .8 ،5 .9 êŪόƚùî �όŰ ÿI۔ Ȋ ņό˂ 10−10 ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 𝐽 = 2 ėόˁ ç �Ŭόʾ ĘîI όĵç 
̭ όǒ

ÿI۔ Ȋ ą �όĜŕόƞ àî �Ŭ uόį ė �ʁ �Ǝ Wų Vόě Ġ�ź Iʌ �όœ �é Iʊ �όœ ïùà ÿI Ȋ Ō
όʷžόǔ Ęíą �ύĜ �ï ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ Ęíũ �όʠžόǔ ėόˁ ëtŴI όĵ ÿ �Ŏŕόƞ �î �όŰà
ëtŴI۔ όĵ ÿ �Ŏŕόƞ ïũ �ȴ Ō�όʷ �èàùç ό̭ǒ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį ĕ ;żƲόĶ ĕɯ �όȕ Ġ�ź �Ȁ ņό˂ �é �Ů �ύįŌ �όʷ ϜħȎ �ϟϒŇ ũ �όʠ Ě Iɶ �èà 6۔ ėƴŬٔɊόǒ

𝑦𝑖𝑣(𝑡) = 𝑦″ ( 𝑡
2) (𝑦𝑖𝑣 ( 𝑡

4) − 𝑦(𝑡)) + 𝜆(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1],

𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 1, 𝑦″(0) = 2, 𝑦‴(0) = 2,
(5.16)

ë �ŴόĶ 3 �ë 
Ɋ˄ �ŬόǇ ž۔ IόǶ 𝑦𝑒 = 𝑒(𝑡)𝑠𝑖𝑛(𝑡) üόŰ �éόǇïí ðą �όĜ ÿƟ Ě ;ŽɊόŖ ėόˁ ÿI Ȋ ç �Ŭό˰ ç �ŬόƗ ìŏόţ ðà Ūόƞ 𝜆(𝑡) êç I̫ �όɸ



76 ė۔ �Ȣ �ώĹ ŏόţ �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊùïąI όĵ Ϝ Hϝ ϞĀٔƂϟƲUŬϟόʾ üόŰÿƟ �èàùç ό̭ǒ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį ĕ ;żƲόĶ �é �Ů �ύįŌ �όʷ ņٔύŉ ąI όĵ ņƫàù ÿ�Ŏž IόǶ àî �Ŭ uόį ë �ŴόĶ ñ ό˄Ķç �Ŭ ]ύįà ;íùĠ;źˆ �ŬόƗà .5 �èą �όĜ
êũɋɱόƅ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ 𝐽 :5 .10 ü �Ŭ tų ;όě

6)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ĕɯƵ �όȵ �ſƳ ό̨Ș Ě �Ž �ɪόȗŌ�όʷ
|𝑦𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 − 𝑦𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥|max J

4.3588𝐸 − 05 0 .4
1.9020𝐸 − 05 0 .5
4.8286𝐸 − 06 0 .6
2.2318𝐸 − 06 0 .7
5.5998𝐸 − 07 0 .8
2.6855𝐸 − 07 0 .9

êũɋɱόƅ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ 𝐽 :5 .9 ü �Ŭ tų ;όě
5)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗŌ�όʷ

|𝑦𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 − 𝑦𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥| max 𝐽
6.9221𝐸 − 10 0 .2
4.7252𝐸 − 10 0 .3
2.1423𝐸 − 11 0 .4
1.9649𝐸 − 11 0 .5
1.0246𝐸 − 12 0 .6
9.1538𝐸 − 13 0 .7

êç �ŬɪƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž ٰ �ɪόȗ :5 .10 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ6)۔ ėƴŬٔɊόǒ) 𝐽 ėƴ �όĜç �̦ ʦ �όŤ
üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ïùà �éόǇïí :5 .9 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ6)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ çόī

ÿI۔ Ȋ ç �Ŭόʾ üόǚçόŰ üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ çόī (5.16) ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ïàî �όĲà �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ 𝐽 ÿ�Ŏ Ě Iɶ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ŕόƞ �í çόī ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ēíîόȵ
üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ïùà üόŰ �éόǇïí ،êàٓŌ�όʷ î �ϏĜ �Ġĝ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭόʾ Ō�όʷ 5 .10 �ë 
όǇŪόƚù �Ō�ώʷ ï �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ �èç ό̭ǥ çόī êũ �ŻɪƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ
ðà ėόˁ ÿI Ȋ ą �όĜž IόǶ ðç ό̭ǥà ė �όĿ ،Ō�όʷ íç �Ŭ �ų �όě ņό˂ �ġ ٔύňç �Ŭ Vόį Ęíŕόƞ üόǚçόŰ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ;èęĎ �όĜ ë �ŴόĶ 5 .9 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 𝐽 = 4 Ūόƞ

ÿI۔ Ȋ îόĶàٓïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ė �όĿ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ Ϝ ϝ ϞĀ�Ƃ qϟųϟ̪ �ϟόŤ ÿȋ ü ٔόěç ό̭ǒ ÿƟ ìŏόţ
ėǽęĎ �όŰ 5 .4

�öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį ņƫàù �é �Ů �ύįŌ �όʷ ĕٰƽόȵà ïùà ēĠĄùí ïùà ،ņό˂ Ě �ŽόǒŌ�όʷ ë �ŴόĶ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ÿƟ �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ĕ �ż �ύįàùï ÿ�Ŏ �èą �όĜ ðà
�èàùç ό̭ǒ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį ë �ŴόĶ ñ ό˄Ķç �Ŭ �ų ٔόěà ;íùĠ;źˆ �ŬόƗà ç۔ �Ŭόʾ ûç̪Ɩ �ƄόǇà Ūόƞ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ðà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόǚçόŰ üόŰ ÿƟ �èàùç ό̭ǒ

êũ �Ȥ �ώĹ ŏόţ þĠĄùí ïùà ç �Ŭό˰ ç �̩ �όňç �όŰ ë �ŴόĶ ņƫç �̦ �όĹ ēíîόȵ Ūόƞ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ðà ç۔ �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ 
ñ tŹ uόě ĕȏ �όŇ ;ă�όİùٔçόīà ĠȾ �ƈ �Ʌό̘ ʺ �όěà çόī �øęĎόǅà ÿƟ
۔ ÿI Ȋç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ė �όĿ �ïàžόǔ ÿȋ
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6 �èą�όĜ
ÿ �Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç̭όǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņ ;ύŉ çƠ �ύȚï Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ï ;íïàٓ ü �Ŭ 
Ɋ˄�όĜŕ�όŒ

ė �Ȣ �ύĹŏόţ �ë 
Ɋ �ŹόʼŪόƚŪόƞ ʺ�όěà ϜĂ�ƂϟϕƗ ÿƟ
�öïç̥ �όĹ 6 .1

ÿ�Ŏŕόƞ �êç �Ŭ sόį Ūόƞ ü̪όɼ �ïŏόţ ÿƟ êžόǔç �̨ �όȔ ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ ĕżٔόʾ ÿ �Ŏ ôž �όǡžόǔ ÿƟ ñƩũ˅Ƽ �Ŭόʾ ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ ،ë �ŴόĶ êŪόƚçόű î �ƒ �όǥ Ϝ Gϝ Ϟĥƹϟ U̬̰ Gόň
ėˆ �όĜũ �Żόʾ ÿI Ȋ ņٔύŉàŕόƞ ûù �î �Ŭόǒ ė �ǾŪ �όŊ ņό˂ �ë �Ÿ �̦ �Ȥɋό̘ ÿ�Ŏ �ŕόƚ ;íąόĶ ï ;íïàٓ ü �Ŭ 
Ɋόʾŕ� όŒ ëtŴI۔ όĵ ϜĂ�Ƃϟϔʾ Ě Iɶàŕ� όŒ HϜħ �ȲUϖĹ ŏόţ ĕńũʦόɼ î �ϏĜ �Ġĝ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ
ĠI őç �όǅ Ō�όʷ ïũόş ė �όĿàî �ŬɊ�όķ �é �Ȧ �Ƅ �Ȧόǭ Ęíą �ύĜ �ï Ūόƞ �èç �Ŭόʾ ŏόŢ ņό˂ êžόǔç �̨ �όȔ ÿȋ �é Iʊ �όœ �èàùç ό̭ǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņƫàù �ſ �Ż 
Ɋόǒ ēíîόȵ Ġ�ź �Ȁ
ēŏ�Ȫ �όĹàŕ� όŒà ,[72] diffusions ,[66]viscoelasticity ,[65] Ǹ �όěĠźٔ Vū �Ŭ �Ʌ �όňà ũ �Ż ٔύį ą �όĜ Ō�όʷ ïũόş ÿƟ ûç 
Ŭόǒ ،ÿI Ȋ ņ�ύŉŕόƞ
ïùà ،[81]electrochemistry ,[114] electromagnetism,[86]ēïũ �ŻȐ �όŇ Ġ;ź �ṷ̄ uŹ �Ŭόʾ ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ ،ė �ϐĿ ŏ �ɴ �όȔ çόī
ÿ �Ŏ [85 ,55 ,32] �ë �Ÿ �̦ �ƄɞόȘ íî̥ �Ƅόǒ ،ë �ŴόĶ êžόǲŌ�όʷ ė �ŵόƗçόŰ ،ĘùęĎόȵ ÿƟ ðà 104]۔ ,30] þĠĄùí ÿȋ �é Iʊ �όœ
ÿ �Ŏ �ë �Ÿ �̦ �ƄɞόȘ ĕżٔόʾ ،êàٓŌ�όʷ î �ϏĜ �Ġĝ ،ÿI Ȋ ą �ύĜí ŏ�ɳ �ώň Ġ;źƪ à ;Ō�όʷ ʺ �όěà Ō�όʷ �øęĎόǅà ïùà ė �ϐĿ �ŏ �ɳ �όň ÿƟ �èàùç ό̭ǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ
ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ ʺ �όěàLiouville-CaputoïùàRiemann-Liouville۔ë �Ŵόʼ �Ō�ύʷ ũ �ɋ �όň ë �Ÿ �̦ �όĹŏȩ �όĹ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ ũ �Ż ;ų �όěũ �Ż ٔύįŌ�ώʷ ;í ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ
ŕόƚũ˻ �ŬόǇ �ë˄ �ŬόƗ ÿI Ȋ üόĶçόŰ çόī �é �Ůʥ Iόɾà Ě Iɶà ë �ŴόĶ �êàî �Ŭόǒ ÿƟ ñƩũ˅Ƽ �Ŭόʾ ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ ũ �όʠ ëtŴI όĵ ÿ �Ŏŕόƞ �éόǥç �όǚù ņό˂ ũ �Ż ;ų �όěũ �Ż ٔύįŌ�ώʷ ;í
çόī [22]ü �όěŕόƞ ĕʵ tϏĜ ;í ü 
̭ �Ź �Ŭ �όįũ �ŻɊ˄ �όĜà Fabrizio ïùà Caputo ۔ ëtŴI όĵ íùîόŰ Ł �ό̰ʽ ņό˂ ðà ÿȋ ė �Ǿù ņό˂ ü �όěŕόƞ ïùą �όĜ üόīŪόƚ
Atangana ،ë �ŴόĶ ĕ Iʑ ûçόŰ ëtŴI۔ όĵ ÿ �Ŏŕόƞ �Ō�ύʷ ũ �ɋ �όň �÷ �ύľŏȩ �όĹ ĕ ]ż �όį ʺ �όěà ņό˂ �ïũ �Ż ;ų �όěŪ �ϏŊ Ō�ώʷ ;í ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà
،êàٓŌ�όʷ î �ϏĜ �Ġĝ ÿI۔ Ȋ ĕ�ż �ųόĶ Ō�όʷ ïũɟ �όȔ ÿƟ [7] �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ML ũ �όʠ ç �Ŭόʾ �Ō�ύʷ ũ �ɋ �όň �ſ �Ż 
Ɋόǒ ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ ïùà ʺ �όěà ÿ�Ŏ Baleanu ïùà
ïùà ũ �Ż ;ų �όěŪ �ϏŊ Ō�ώʷ ;í ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ ï ;íïàٓ ü �̦ �ƄɊόǒ Ġ�ź �Ȁ ĠȾʂ VƎόǒ Ō�όʷ �é �όĞù êç I̫ �όɸ ë �Ŵόʼ �Ō�ύʷ ũ �ɋ �όň ë �Ÿ �̦ �όĹŏȩ �όĹ �éɊ �ɅόƬí î �ϏĜ �Ġĝ ÿ �Ŏ �ë �Ÿ �̦ �ƄɞόȘ Ł �ό̰ʽ
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[95]۔ ÿI Ȋ üόĶç 
όű 𝛼(𝑡) ûŌǍ �Ŭ qų Vόěà
،ë �ŴόĶ ñ �όǥ ëtŴI όĵ HϜĂ�ƂUϖį í ü �Ŭ˄ 
̭ �όķ ðęĎόī òç �όŰ ʺ �όěà ņό˂ �èàùç ό̭ǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í (DDEs) �èàùç ό̭ǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í Delay

ÿI۔ Ȋ ņ�όŉž IόǶ ĠȾʂ VƎόǒ Ō�όʷ �ſ �Ż 
Ɋόǒ ÿƟ �êà ą �όĜ/ïùà ïî �όĲ ė �Ȣ �όĹçόű Ł �ό̰ʽ ņό˂ Ġ �ź �ȣ �Ƅόǒ ĠȾʂ VƎόǒ Ł �όŇçόű Ł �όŇçόű ÿƟ Ęíũ �όʠžόǔ ،ìĠ 
Ą ņό˂ üόŰ
û ;íąόĶ Ūόƞ ñ �ŹόűàŌ�όʷ �èç �Ŭ 
όǇç̥όǔ ïùà ñ ό˄Ķç �Ŭ ]ύįà ;íùĠ;źˆ �ŬόƗà ،Ǹ �όěĠźٔ Vū �Ŭ �Ʌ �όňà ، �ĠĪ VŹ ]όěçόű Ū �όŊą �όĜ ، ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í Ō�όʷ ÿ �Ŏç̪ �ƍ uόį þ ;Ō�όʷ DDEs

ëtŴI όĵ ñ ;Ź �Ŭόǒïç �όĲ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ÿƟ DDEs ĠȾʂ VƎόǒ Ō�όʷ �é �ŮόȶŪ �όŊ ņό˂ 𝜏 ė �Ȣ �όĻù/Ġ�ź �Ǿą �όĜ ëtŴI۔ όĵ ÿ �Ŏž IόǶ ûç̪Ɩ �ƄόǇà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏç �Ŭ �όį
ĠȾʂ VƎόǒ Ō�όʷ �ăόƗçόŰ DDEs ، 𝜏(𝑡) Ł �όŇçόű ÿƟ Ġ�ź �Ǿą �όĜ ĠȾʂ VƎόǒ Ō�όʷ �é �όĞù DDEs ،Ł �όŇçόű ÿƟ Ġ�ź �Ǿą �όĜ ü �̦ �ƄɊόǒ DDEs HϜ FϝāɛUŷUόŰ
ĕ �żɊ �ɅόƬí ēïç̪ Iόɾ êç I̫ �όœ ۔ �èàùç ό̭ǒ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį ą �όĜDDEs �éόǇç �Ŭ WųόĶ ïùà ،DDEs ûŌ;όʷũ �Ż �όį ،𝜏(𝑡, 𝑦) Ł �όŇçόű ÿƟ Ġ�ź �Ǿą �όĜ

:(PDRDE) �èàùç ό̭ǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņ; ύŉçƠ �ώȚ ï proportional dealyņό˂ ï ;íïàٓ ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ ü �ώě �í �ìïí ôž �όǡžόǔ çόī
⎧{{
⎨{{⎩

𝜒𝛼(𝑡) = Ω(𝑡) + 𝑐1(𝑡)𝜒(𝑡) + 𝑐2(𝑡)𝜒(𝑞𝑡)(𝑐3(𝑡) − 𝜒(𝑞𝑡))

𝑤𝑖𝑡ℎ 𝜒(0) = 𝜒0, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1, 0 < 𝛼 < 1,
(6.1)

(1 .6) �èàùç ό̭ǒ ،𝑞 = 1 �é �όǥ ėόˁ ë �ύĸŕόƞ ;èŪ �όŊ 𝑞۔ ∈ (0, 1) ïùà ،ëtŴI όĵ ûç̥ �όĻà ņ�ύŉ ą �ϏĜ �ŏ �ɳ �όň Ω, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 êç I̫ �όɸ
ÿI۔ Ȋ ņ�ύŉç �όŰ �ë�όĸ �èàùç ό̭ǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í ü �Ŭ 
Ɋόʾŕ� όŒ Riccati ýçόȵ

Ĕ ;Ō�όʷ êç �Ŭό˰ î tƒ �Ʌ �Ǝ uόį ü �Ŭ 
Ɋ �Ź ;όěũ �Ż uų̪ό˒ ņό˂ êŪ �όŊàùç ό̭ǒ �êà ،ÿȋ ė �Ǿù ņό˂ �é �ŮόƗũʦ 
όƋ ņό˂ �èçόŰęĎ ό̨Ȗà ēĠ�ź �Ǿą �όĜ ïùà ũ �Ż ;ų �όěũ �Ż ٔύįŌ�ώʷ ;í ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ
ë �ŴόĶ êŪ �όŊïžόǡ �ģȫ �όĹ ، �Ġ �ź �όĿ ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �όŰ ž IόǶ Ęî tƒ �Ʌ �Ǝ uόį �é Iʊ �όœ ą �όĜŕόƞ üόŰ Ō�όʷ ïũόş ņ�ύŉ ą �ϏĜ �ŏ �ɳ �όň Ūόƞ êŪ �όŊàùç ό̭ǒ �êà ìŏόţ ðà ،ëtŴI όĵ ņ� ύŉ ç �όŰ
ēíîόȵ Ō
όʷžόǔ ʺ �όěà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ 
ðęĎ �όĜ üόŰ �ă�ώİ ŏ�Ȫ �όĹ ϜĂ�ƂϟϔƗ ðà ،ÿI Ȋ ë �Ŵ I̫ �όœ íũ �όʠžόǔ üόŰ ņ�ύŉ ą �ϏĜ �ŏ �ɳ �όň çόī êŪ �όŊàùç ό̭ǒ �êà

ÿI۔ Ȋ ēïùĠ �Ő ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ
ÿI Ȋ ņό˂ ĠI őç �όǅ ĕ �żɊ �ɅόƬí ë �ŴόĶ ÿ �Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í delay ÿ�Ŏ �ë �Ÿ �̦ �ƄɞόȘ ÿȋ �é Iʊ �όœ ،ë �ŴόĶ êžόǲŌ�όʷ ė �ŵόƗçόŰ
ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ ، �èàùç ό̭ǒ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį ÿ �Ŏ Sezer ïùà Yuzbasi ë �ŴόĶ [116] ëtŴI۔ όĵ ü �ώě �í ė �Ǿïî �Ŭόǒ Ł �ό̰ʽ ÿȋ ë �ŴόĶ �êà
ą �όĜàŕόƞ �öïç̥ �Ƅόǒ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ çόī �ă�ώİ ŏ�Ȫ �όĹ ĕ �ż �ųόĶ Ō�όʷ collocation point ïùà exponential polynomial ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ
ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţperturbation-iterationŌ�όʷ ïũόş ēíîόȵ Ūόƞproportional DDEsÿ�Ŏ [11]Cevik۔ÿI Ȋ
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ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį ĕ ;żƲόĶ ÿ �Ŏ [29] Rashidinia ïùà Davaeifar ،ç �Ŭόʾ üόŰ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ
ņ; ύŉçƠ �ώȚ ï ĘĠ�ź۔ �ȀùSakar[94] ،î �ϏĜ �Ġĝ ۔ ÿI Ȋ ç �Ŭόʾ �Ō�ύʷ ũ �ɋ �όň ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ çόīfirst Boubaker polynomials method ϜĂ�ƂϟϔƗ
ïùà ïç̪ό˒ ũȌ �ƌόǒ ،ç �Ŭόʾ ûç̪Ɩ �ƄόǇà ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ çόī ü �όěŕόƞ Ǹ �ŬόǇŪ �ώŊ ;íùĠ�ź tϑĿ ïũ ;Ż �Ϗį Ō ;όʷà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í
ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ ïç �Ŭ �όį ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ēíîόȵ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ ÿ �Ŏ [77] 
ñ �Ź �Ŭό˰
ëtŴI۔ όĵ ÿ �Ŏŕόƞ ņό˸ î �Ŭ ]ύį ç̪ �όŤ ņό˂ üόŰ ÿƟ DDEs [62] Wang ïùà Li ،ç �Ŭόʾ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ü �Ŭόǒũ �Ż �ųόƘŪ �όŊ ņ �ύŉũ˅ �Ŭ �όǥ qî ;Ŭ �Ȧ 
όǲ ϜĂ�ƂϟϔƗ
ÿ �Ŏ [6] ĘĠ�ź۔ �Ȁù Ali ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī، �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ Mittage-Leffler Ūόƞ Ěǩ �όĞ Riemann-Liouville

Ghomanjani & ،ç �Ŭόʾ ûç̪Ɩ �ƄόǇà ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ çόī �ë 
Ɋ �ŹόʼŪόƚŪόƞ ûĠ;źˆ �Ŭ uųόűà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ DDEs ï ;íïàٓ ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ
Ġ �ź �Ǿą �όĜ ë �ŴόĶ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį ïùà ، multipantograph DDEs ، quadratic Riccati DEs ÿ�Ŏ [41]Shateyi

ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī Genocchi polynomial ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �řʮ ;ƍɊόŖ ûùĠ;ź Vūόʼ �ë �ώĸ Ġ�ź Iʌ �όœ Ł �όŇçόű ÿƟ
Legen- Ęíŕόƞ ü �̦ �Ƅ VųόĶ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ DDEs �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį [51] ĘĠ�ź۔ �Ȁù ēŏ�ȪȨ �όǭ ،ņό˂ ïç �Ŭ �όį Ě �Ž ό˄űà ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ʺ �όěà
Bessels polynomials ÿ�Ŏ [50] Izadi & Srivastava ،ÿI Ȋ ą �όĜŕόƞ Ě Iɶàŕ� όŒ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ dre pseudospectral

ēíîόȵ ʺ �όěà çόī Lane-Emeden pantograph dde ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī Collocation point ïùà
úïù ;é �Ů �όį ûïũ �Ż �όį ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ DDEs �ăٔόİą ;όĜ �öàŕόƦũ ;Ż Vų �Ŭ uόį ĕ ;żƲόĶ ÿ �Ŏ [83] ïç̪ό˒ & ü̬ч �ů �όı ،ç �Ŭόʾ ïç �Ŭ �όį üόŰ

ç۔ �Ŭόʾ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ
ùí ĕƽ̬ �̰ �όň ëtŴI۔ όĵ ĕ �ż �ųόƘ {0, ±1} �ïũ �ŻƲ �όĜù �ë �Ŵ �όě �öĠŐ ë �ŴόĶ ñ �όǥ ÿI Ȋ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ñόʿ ą �όĜ ، ;èïũ �ŻόǇ ;ă˄ �Ŭ uų ό̪˒ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ
ïąI όĵ ÿI۔ Ȋ ąI όĵï ç �όŰ ç �Ŭόʾ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņό˂ Ěǩ �όĞ �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ðà ،ÿȋ êũ �Ż ٔύį ąI όĵí
ë �ŴόĶ [97] ëtŴI۔ όĵ ĕ �ż ό˄ű ç �όŰ ĕȏи �όıí ë �ŴόĶ [87 ,60] �èç �όŰ ėƪàũόʠ ïùà ë �ŴόĶ �öàŕόƦŪ �όŊžόǔ �Ġ�ź 
Ɏ �Źόʼ ĕƽ �Ŭ tώį à ĕƽ �Ŭɞ �Ȭ �όĹ ņό˂ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù
Oruc et al. ë �ŴόĶ ĕ Iʑ ûçόŰ ˂ņό۔ �Ō�ύʷ ũ �ɋ �όň ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ēíîόȵ ʺ �όěà ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ĘĠ�ź۔ �Ȁù Ęç 
όű
ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ �é �όĞù dimensional-ùí ʺ �όěà ėόˁą �όĜ ņό˂ 
ñ tŹ uόě Ě �Ž ό˄űà ĕ�ż �ųόĶ Ō�όʷ �øŕ� όŒ íùî̩ό̘ ïùà ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ʺ �όěà ÿ�Ŏ [82]
ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī �ĠĪ tŹ sόě ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ [88]ÿ�Ŏ î 
όűïà ïùà ü ό̪˒à ، ϜħːϟϏű ç �όŰ ç �Ŭόʾ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒreaction–sub-diffusion

üόǚçόŰ üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ çόī �èàùç ό̭ǒ ũ �ŻόƗ-ņƫ- �ë �όǥ ÿ�Ŏ [2] �ſ �Ż �όĞï ïùà ėƴόưàî �Ŭόȶ ،ç �Ŭόʾ üόŰ ŪόƞDDEsûŌ;όʷũ �Ż �όį ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ
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Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ .6 �èą �όĜ

ņٔύŉà �ŕ� όŒà ėƴόǚũόʠ ÿȋ ŏ�ɳ �ώň Ġ;źƪ ęčą �όĜ ė �Ǿïî �Ŭόǒ ą۔ �όĜęĎόĶ Ūόƞ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ �ë 
Ɋ �ŹόʼŪόƚŪόƞ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ïùà ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ;íïũ˅ �Ŭ sόį Ōƾ ٔύĜ àٓ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ
ÿƟ ũ �Ż ;ų �όěŪ �ϏŊ Ō�ώʷ ;í Ū ;όŊũ �Ż tųόʼ ėόˁą �όĜ ÿI Ȋ ą �όĜŕόƞ �øęĎόǅà çόī (HWSM) ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ çόī �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ î̧ �Ȭόǔ àïç̪ Iόɾ ،ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ

۔ Ϝħ ϟːϏű ç �όŰ ç �Ŭόʾ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņ; ύŉçƠ �ώȚ ï proportional delay ņό˂ ï ;íïàٓ ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ Ł �όŇçόű
،ë �Ÿ �̦ �όĹŏȩ �όĹ ēíç �Ŭ �ų �όě Ł �ό̰ʽ �ſƳ̥ �Ƅόǒ ÿȋ ñƩũ˅Ƽ �Ŭόʾ ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ

ç �Ŭό˰ ą �όĜç ό̬ƣí ìŏόţ ðà Ūόƞ Ġ;ź �ϏĿ Ō�όʷàٓ ûŌǍ �Ŭ qų Vόěà ü�ύěùũ �ŻόƗ- �ëʥ �ϏŤ ï ÿƟ 𝛼 > 0 ï ;íïàٓ ÿƟ 𝑔(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑐, 𝑑) �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ʺ �όěà
:ÿI Ȋ

𝑅𝐿𝒥𝛼
𝑐,𝑡𝑔(𝑡) = 1

Γ(𝛼) ∫
𝑡

𝑐
(𝑡 − 𝑢)𝛼−1𝑔(𝑢)𝑑𝑢 (6.2)

ÿI۔ Ȋ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ąόĶçό˭ çόī ŕόƚŪ �όŊ Γ(⋅) êç I̫ �όɸ

:ÿI Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ �êç �Ŭ sόį ìŏόţ ðà �ſ �Ż 
Ɋόǒ ü�ύěùũ �ŻόƗ- �ëʥ �ϏŤ ï çόī 𝛼 > 0 ï ;íïàٓ ÿƟ 𝑔(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑐, 𝑑) �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ʺ �όěà

𝑅𝐿𝒟𝛼
𝑐,𝑡𝑔(𝑡) = 1

Γ(𝜁 − 𝛼)
𝑑𝜁

𝑑𝑡𝜁 ∫
𝑡

0
(𝑡 − 𝑢)𝜁−𝛼−1𝑔(𝑢)𝑑𝑢, (6.3)

ðà ïùà ÿI Ȋ 𝑛 = 1, ðą �όĜ þïç̪ Iόɾ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 0 < 𝛼 < 1, ،Ō�όʷ ïũόş òç �όŰ .𝜁 − 1 < 𝛼 < 𝜁, 𝜁 ∈ ℕ

، ϜĂ�ƂϟϔƗ

𝑅𝐿𝒟𝛼
𝑐,𝑡𝑔(𝑡) = 1

Γ(1 − 𝛼)
𝑑
𝑑𝑡 ∫

𝑡

𝑐
(𝑡 − 𝑢)−𝛼𝑔(𝑢)𝑑𝑢. (6.4)
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Ɋ �ŹόʼŪόƚŪόƞ ʺ �όěà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņ; ύŉçƠ �ώȚ ï Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ï ;íïàٓ ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ .6 �èą �όĜ

ĕżٔό˰ ņό˂ ìŏόţ ðà �÷ �ύľŏȩ �όĹ ņό˂ �ſ �Ż 
Ɋόǒ ü �Ŭ 
Ɋ˄�όĜŕ�όŒ Ū �όŊŪ �όŊçόī ÿƟ 𝛼 > 0 ï ;íïàٓ ÿƟ 𝑔(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑐, 𝑑) �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ʺ �όěà
:ÿI Ȋ

𝐶𝒟𝛼
𝑐,𝑡𝑔(𝑡) = 1

Γ(𝜁 − 𝛼) ∫
𝑡

𝑐
(𝑡 − 𝑢)𝜁−𝛼−1𝑔(𝜁)(𝑢)𝑑𝑢, (6.5)

ðà ïùà ÿI Ȋ 𝑛 = 1, ðą �όĜ þïç̪ Iόɾ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 0 < 𝛼 < 1, ،Ō�όʷ ïũόş òç �όŰ 𝜁 − 1 < 𝛼 < 𝜁, 𝜁 ∈ ℕ.

، ϜĂ�ƂϟϔƗ

𝐶𝒟𝛼
𝑐,𝑡𝑔(𝑡) = 1

Γ(1 − 𝛼) ∫
𝑡

𝑐
(𝑡 − 𝑢)−𝛼𝑔′(𝑢)𝑑𝑢. (6.6)

:ÿI Ȋ ēïùĠ �Ő ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ ŪόƦęč Ūόƞ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ûŌǍ �Ŭ qų Vόěà ü �ώě �í �ìïí Ō�όʷ [0,1] ûùĠ;ź VύĿà

𝒫𝛼
𝑖 (𝑡) = 1

Γ(𝛼 + 1) ∫
𝑡

0
(𝑡 − 𝑢)𝛼𝔥𝑖(𝑢)𝑑𝑢.

ÿI Ȋ ç �Ŭ �Ϗį í �ë 
Ɋ�ώķ ŌǍ �Ŭ qų Vόěà R-L ÿƟ (2.5)

𝒫𝛼
𝑖 (𝑡) = 1

Γ(𝛼 + 1)

⎧{{{{{{{{
⎨{{{{{{{{⎩

𝜙1(𝑡), 𝑡 ∈ [𝜗1(𝑖), 𝜗2(𝑖))

𝜙2(𝑡), 𝑡 ∈ [𝜗2(𝑖), 𝜗3(𝑖))

𝜙3(𝑡), 𝑡 ∈ [𝜗3(𝑖), 1)

0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

(6.7)
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̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņ; ύŉçƠ �ώȚ ï Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ï ;íïàٓ ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ .6 �èą �όĜ
𝜙1(𝑡) = (𝑡 − 𝜗1(𝑖))𝛼,

𝜙2(𝑡) = [(𝑡 − 𝜗1(𝑖))𝛼 − 2(𝑡 − 𝜗2(𝑖))𝛼],

𝜙3(𝑡) = [(𝑡 − 𝜗1(𝑖))𝛼 − 2(𝑡 − 𝜗2(𝑖))𝛼 + (𝑡 − 𝜗3(𝑖))𝛼],

êç I̫ �όɸ
,𝑖 = 2𝑗 + 𝑘 + 1 ñ˄ �ώĜ qî �όĜà 𝜗1(𝑖) = 𝑘/2𝑗, 𝜗2(𝑖) = (𝑘 + 0.5)/2𝑗, 𝜗3(𝑖) = (𝑘 + 1)/2𝑗.

𝑘 = 0, 1, … , 2𝑗 − 1. ïùà ÿI Ȋ ġɱόƅ Ě �Ž �ɪόȗ ņό˂ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù 𝑗 = 0, 1, … , 𝐽 êç I̫ �όɸ𝐽

ü �Ŭɞ �Ȭ �όĹ ņό˂ ė �Ȣ �ύĹŏόţ 6 .2

(6.1) �èàùç ό̭ǒ ï ;íïàٓ ü �Ŭ 
Ɋόʾŕ� όŒ ėόˁ ą �όĜ ëtŴI όĵ ÿ �Ŏŕόƞ 
ñ tŹ uόě (HWSM) ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ çόī �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ Ě Iɶ ë �ŴόĶ �ë 
Ɋ˄ �ŬόǇ ðà
ÿI Ȋíũ �όʠžόǔ ë �ŴόĶ (6.1) �èàùç ό̭ǒ ũ �όʠ 𝜒𝛼(𝑡) ëtŴI۔ όĵ ÿ �ŎçˮόƜ �ă�ώİ ŏ�Ȫ �όĹ Ě Iɶ ، ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ðà ë۔ �ύĸŕόƞ 
ðęĎ �όĜ üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ çόī

:ü �ώě �í ũ �όʠ ÿȋ �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ņٔόŉž IόǶ ĕ ;żόʾ

𝜒𝛼(𝑡) =
2𝐽+1

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝔥𝑖(𝑡). (6.8)

ÿI۔ Ȋ ç �Ŭ �Ϗį í 𝑡 ÿȋ 0 çόī (6.8) �ë 
Ɋ�ώķ ŌǍ �Ŭ qų Vόěà R-L

𝜒(𝑡) =
2𝐽+1

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝒫𝛼
𝑖 (𝑡) + 𝜒(0). (6.9)

ÿI۔ Ȋ ç �ŬƲόĶ ë �Ŵ̪ Iόɾ ë �ŴόĶ (6.9) ÿȋ 𝑞𝑡 Ūόƞ 𝑡 ë�ώĸ í ûî �όĜ �èà

𝜒(𝑞𝑡) =
2𝐽+1

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝒫𝛼
𝑖 (𝑞𝑡) + 𝜒(0). (6.10)
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Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ .6 �èą �όĜ

،ÿI Ȋ ç �ŬƲόĶ ë �Ŵ̪ Iόɾ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī (6.10) ÿȋ (6.8) �èàùç ό̭ǒ ë �ŴόĶ (6.1) �èàùç ό̭ǒ
2𝐽+1

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝔥𝑖(𝑡) = Ω(𝑡) + 𝑐1(𝑡)(
2𝐽+1

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝒫𝛼
𝑖 (𝑡) + 𝜒(0))

+𝑐2(𝑡)(
2𝐽+1

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝒫𝛼
𝑖 (𝑞𝑡) + 𝜒(0))(𝑐3(𝑡)

−(
2𝐽+1

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝒫𝛼
𝑖 (𝑞𝑡) + 𝜒(0))).

(6.11)

،ÿI Ȋ ç �ŬƲόĶ ë �Ŵ̪ Iόɾ Ō�όʷ ÿ �Ŏŕόƞ VŌ ٔόʷç ;Ŭ �Ϗį Ōʸόű ;í Ł �όŇçόű ÿƟ 𝑡𝑙 = (𝑙−0.5)
2𝐽+1 , ñ qŹ �Ŭ ]όįàŪ �όŊ �ë 
Ɋ �ŹόʼŪόƚŪόƞ Ęíŕόƞ �é �Ʌ �Ƒ �ųόĶ Ūόƞ (6.11) Ě ;ŽɊόŖ

2𝐽+1

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝔥𝑖(𝑡𝑙) = Ω(𝑡𝑙) + 𝑐1(𝑡𝑙)(
2𝐽+1

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝒫𝛼
𝑖 (𝑡𝑙) + 𝜒(0))

+𝑐2(𝑡𝑙)(
2𝐽+1

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝒫𝛼
𝑖 (𝑞𝑡𝑙) + 𝜒(0))(𝑐3(𝑡𝑙)

−(
2𝐽+1

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝒫𝛼
𝑖 (𝑞𝑡𝑙) + 𝜒(0))).

(6.12)

ë �ŴόĶ (6.9) �èàùç ό̭ǒ Ūόƞ ñ qŹ �Ŭ �ų 
̭ �ŷ �όĲŪόƞ �êà ë۔ �ύĸŕόƞ üόŰ Ūόƞ Ě ;ŽɊόŖ ęčą �όĜ ė �Ǿïî �Ŭόǒ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ 𝑎,
𝑖𝑠 ñ qŹ �Ŭ �ų 
̭ �ŷ �όĲŪόƞ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ

ÿI۔ Ȋ ą �όĜž IόǶ àî �Ŭ uόį 𝜒(𝑡𝑙) üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ÿȋ ÿ�Ŏ ;ïũ �όʠ

�ġ ٔύňç �Ŭ Vόį ēíîόȵ ïùà �Ġ�ź 
Ɏ �Źόʼ ĕƽ �Ŭ tϏį à 6 .3

ÿƟ êŪόƚçόű Ł �ό̰ʽ Ϝ Gϝ Ϟĥƹϟ U̬̰ Gόň ÿ�Ŏ �ìà �Ġ�źǃà ÿƟ ñƩũ˅Ƽ �Ŭόʾ ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ Ł �όŇçόű ÿƟ ė �ϐĿ ŏ �ɴ �όȔ ÿƟ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ
ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ ، �öŏόţ ēĠĄùí ÿI۔ Ȋ ą �όĜçόĖ ;Ō�όʷ Ūόƞ �éόǥç �όǚù ņ�ύŉç �Ŭ �όǁą �ύĜï ņό˂ ĠI őç �̨όȘ ÿƟ ç �Ŭ �ύįí ĕ �Ȱ �Ƅ �Ȧόǭ íî̥ �Ƅόǒ �êàïùí
ņƫàù Ġ�ź �Ǿą �όĜ ÿ �Ŏ �ë �Ÿ �̦ �Ȥɋό̘ Ěόƞ �é Iʊ �όœ ،Ě Iɶą �όĜ ëtŴI۔ όĵ ϜĂٔƂϟϔ˰ ϜĂ�Ƃϟϔʾ ïç �Ŭ �όį ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ēíîόȵ ĕżٔόʾ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �ŕόƚ ;íąόĶ ÿƟ



84 ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ �ë 
Ɋ �ŹόʼŪόƚŪόƞ ʺ �όěà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņ; ύŉçƠ �ώȚ ï Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ï ;íïàٓ ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ .6 �èą �όĜ

ÿƟ �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ Ě Iɶ ،ë �ŴόĶ �ë 
Ɋ˄ �ŬόǇ ðà ÿI۔ Ȋ ņό˂ �ëtŴ �όě �êç̬ �όȅ ìŏόţ ĕȏ �όȅà ņό˂ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ
üόŰ ēíîόȵ ÿƟ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í Ġ �ź �Ǿą �όĜ �é �Ů �ύįŌ �όʷ ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ Ł �ό̰ʽ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī(HWSM)ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ
ÿƟ ç �Ŭ �ύįí ĕ �Ȱ �Ƅ �Ȧόǭ Ł �ό̰ʽ ÿƟ HWSM ÿȋ ŏ�ɳ �ώň Ġ;źƪ Ęíũ �όʠžόǔ Ě Iɶ ، K Ϝ GϝĦƹU̫Uύœ ÿȋ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ êŪόƚç 
Ŭόǒ ēíîόȵ ëtŴI۔ όĵ ϜĂ�Ƃϟϔʾ �ìïí
Ūόƞ ç �Ŭ �ύį í ÿ �Ŏ ąء �όĜù úą �όĜŏɴ �όȕ ʺ �όěà ĕńą �όĜ 2019 -ðŌٔόʷàù ą �όĜùïŪόƞ ûùą �όĜ ë �ŴόĶ 2019 -Ġ�źʧόƋí ÿƧ۔ ë �ύĸŕόƞ �êç �Ŭ sόį �èç �όĲęĎόǅà
ēٰũȴí çόī �ë �Ÿ �̦ �Ȥɋό̘ ą۔ �ύĜí Łόƞï ÿƟ ŕόƞ �éȐ ;όŇ Ūόƞ ņό˸ î �όĜ �ï ņό˂ ĘĠĝ �ïùï ë �ŴόĶ êũɟόȕ Ġ�ź 
Ɏ tŹ sόě ÿƟ ç �Ŭ �ύįí ïùà ç �ŬόƗ ÿƛ ü �όě ÿƟ êũ �Ż qų ό̬ƥ
،ÿ�Ŏą �όĜ Ū �όŊç �όĲ Ō�όʷ ùٔęĎ �ŬȐ �όŇ ÿƟ ðà ، �é �όǥç �Ŭ 
όǇ ņό˂ �èąόĶęĎόȵ ç̬۔ �όŇ àž IόǶ ôùĠ 
Ą ÿȋ �êąI όĵùù ŔI ʉ 
όʆ ÿƟ �ë �Ÿ �όŰ ðŌٔόʷàù ė �όĿ ėόˁ ÿI Ȋ
ë �ŴόĶ 
ñ 
όŖŪόƞ ʺ �όěà ÿI۔ Ȋ Ō�όʷ êùïù �ï ĕȏ �όŇ ĕȏ �όŇà �ſ �Ż �Ȧɋ �όň õ �ƄόǇù Ō�όʷ þïç �ŬόǇ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ Ϝħʭ �ϟϕŤ ç �όŰ ÿƟ ēïç̪ �ƍ sόį ïùà ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ïùà
،ēíą �όĜàٓ ðç ό̭ǥ ïùà ç �Ŭόʾ ėȣόƙç̨όȘ çόī ñ ό˄Ķç �Ŭ ]ύįà ;í �ë 
Ɋ �Ź̪ɗ �όķàŌ ;όʷ ņό˂ 2019 -ðŌٔόʷàù ą �όĜùïŪόƞ ûùą �όĜ ۔ [98] ĘĠ�ź �Ȁù ،Ęç 
όű ûç̪ό˒
ņ� ύŉç �Ŭ �όǁą �ύĜï ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í ï ;íïàٓ ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ ʺ �όěà ÿƟ ŕόƞ ïũ �ȴ Ō�όʷ êũɟόȕ �ë �Ŵ �όě �é �ŮʥόƋ ēíą �όĜàٓ Ęî 
όű �èą �ύĜ �ïą �όĜ ïùà ،ēíą �όĜàٓ ĘŌ 
όʷç �Ŭόǒ
ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ė �όĿ à �î I̫ όƮ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭόʾ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ �ë 
Ɋ �ŹόʼŪόƚŪόƞ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ üόŰ çόī û ;íąόĶ ،î �ϏĜ �Ġĝ ë۔ �Ŵ ٔόěç �Ŭ �όį û ;íąόĶ
ïąI όĵ ÿ �Ŏ êũ Iʋ �Ɣ �όǥ �èç̥όƙç̨όȘ ė �ŵόƗçόŰ ĕżٔόʾ ÿI۔ Ȋ àž IόǶ �ă�όİą 
όĜ ėȣ �ώĹ ï �í Ō 
όʷžόǔ ʺ �όěà ë �ŴόĶ Ǹ �ŬόƗ ;íąόĶ ÿƟ ùٔęĎ �ŬȐ �όŇ ÿƟ ēïç̪ �ƍ sόį ēî̥ �Ƅόǒ

102]۔ ,73 ,57] ëtŴI όĵ Ęù ÿI Ȋ ą �ύĜí �ôùŕ� όŒ Ō�όʷ ïũόş ÿƟ ûŪ ;όŊ ïçό˭ �ïçόű ÿƟ ĕ �ɉą �ύĜï Ūόƞ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù
ë۔ �ύĸŕόƞ ïũ �ȴ Ō�όʷ PDRDE ï ;íïàٓ ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ ü �ώě �í ė �Ǿïî �Ŭόǒ :1 ėƴŬٔɊόǒ

𝑦𝛼(𝑡) = 1
4𝑦(𝑡) + 𝑦( 𝑡

2)(1 − 𝑦( 𝑡
2)), 0 ≤ 𝛼 ≤ 1, 𝑡 ∈ (0, 1) (6.13)

�ăόƗçόŰ ņٔύŉàî �Ŭ �ύįà
𝑦(0) = 1,

üόŰ ġ �ƏɅόɃ çόī ñ �όǥ ïùà Ł �όŇçόű ÿƟ

𝑦(𝑡) = 1
2 + 1

2𝑐𝑜𝑠(
√

2𝑡
4 ) +

√
2

2 𝑠𝑖𝑛(
√

2𝑡
4 ),
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Ɋ �ŹόʼŪόƚŪόƞ ʺ �όěà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņ; ύŉçƠ �ώȚ ï Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ï ;íïàٓ ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ .6 �èą �όĜ
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1۔ ėƴŬٔɊόǒ :6 .1 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ
1۔) ėƴŬٔɊόǒ) 𝐽 = 3 �é �όǥ Ō�όʷ 𝛼 = 0.5, 0.7, 0.9, 1 üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ :6 .1 ü �Ŭ tų ;όě

𝑦𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 𝛼 = 1 𝛼 = 0.9 𝛼 = 0.7 𝛼 = 0.5 𝑡𝑙
0078 .1 0078 .1 0113 .1 0235 .1 0455 .1 0313 .0
0383 .1 0383 .1 0473 .1 0692 .1 0933 .1 1563 .0
0677 .1 0677 .1 0784 .1 1000 .1 1173 .1 2813 .0
0961 .1 0960 .1 1065 .1 1243 .1 1335 .1 4063 .0
1232 .1 1232 .1 1322 .1 1442 .1 1456 .1 5313 .0
1492 .1 1492 .1 1558 .1 1609 .1 1551 .1 6563 .0
1739 .1 1739 .1 1775 .1 1751 .1 1627 .1 7813 .0
1973 .1 1972 .1 1973 .1 1872 .1 1689 .1 9063 .0

ÿI۔ Ȋ 𝛼 = 1 �é �όǥ ÿI۔ Ȋ
𝛼 = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1 ÿI۔ Ȋ ç �Ŭόʾ ïç̪ 
όƋ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī HWSM üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ çόī (6.13)

𝛼 = 0.5, 0.7, 0.9, 1 ÿ�Ŏ Ě Iɶ ،ĘùęĎόȵ ÿƟ ðà ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ 
ñ tŹ uόě Ō�όʷ ïũόş ʺ VόĲàŕόƦ ë �ŴόĶ 6 .1 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ ė �όĿùï çόī üόŰ Ō�όʷ
ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ą �όĜç ό̬ƣí ë �ŴόĶ 6 .2 ü �Ŭ tų ;όě Ūόƞ(MAEs)êũ �ŻɪƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ Ō�όʷ𝐽 �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭόʾ 
ñ tŹ uόě ë �ŴόĶ 6 .1 ü �Ŭ tų ;όě üόŰŌ�όʷ

ë۔ �ύĸŕόƞ üόŰ Ūόƞ PDRDE ï ;íïàٓ ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ ü �ώě �í ė �Ǿïî �Ŭόǒ :2 ėƴŬٔɊόǒ

𝑦𝛼(𝑡) = 1
2𝑒𝑥𝑝( 𝑡

2)𝑦( 𝑡
2) + 1

2𝑦(𝑡), 0 ≤ 𝛼 ≤ 1, 𝑡 ∈ (0, 1) (6.14)
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Ɋ �ŹόʼŪόƚŪόƞ ʺ �όěà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņ; ύŉçƠ �ώȚ ï Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ï ;íïàٓ ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ .6 �èą �όĜ
𝑚𝑎𝑥|𝑦۔ − 𝑦𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡| (MAE) ĕɯƵ �όȵ �ſƳ ό̨Ș Ě �Ž �ɪόȗ :6 .2 ü �Ŭ tų ;όě

4 ėƴŬٔɊόǒ 3 ėƴŬٔɊόǒ 2 ėƴŬٔɊόǒ 1 ėƴŬٔɊόǒ 𝐽
2.8315𝑒 − 08 9.4852𝐸 − 06 1.8900𝐸 − 03 3.0351𝐸 − 05 3
1.1102𝑒 − 16 2.3778𝐸 − 06 4.8189𝐸 − 04 7.6090𝐸 − 06 4
1.1102𝑒 − 16 5.9526𝐸 − 07 1.2167𝐸 − 04 1.9048𝐸 − 06 5

− 1.4891𝐸 − 07 3.0572𝐸 − 05 4.7652𝐸 − 07 6
− 3.7240𝐸 − 08 7.6623𝐸 − 06 1.1917𝐸 − 07 7
− 9.3117𝐸 − 09 1.9178𝐸 − 06 2.9797𝐸 − 08 8
− 2.3281𝐸 − 09 4.7979𝐸 − 07 7.4499𝐸 − 09 9
− 5.8205𝐸 − 10 1.1996𝐸 − 07 1.8620𝐸 − 09 10

2)۔ ėƴŬٔɊόǒ) 𝛼 = 0.5, 0.7, 0.9, 1 üόŰ ç �Ŭ tϑį ŏ�Ȫ �όĹ :6 .3 ü �Ŭ tų ;όě
𝑦𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 𝛼 = 1 𝛼 = 0.9 𝛼 = 0.7 𝛼 = 0.5 𝑡𝑙
0317 .1 0323 .1 0480 .1 1065 .1 2426 .1 0313 .0
1691 .1 1697 .1 2183 .1 3661 .1 6442 .1 1563 .0
3248 .1 3255 .1 3998 .1 6148 .1 9987 .1 2813 .0
5012 .1 5021 .1 6007 .1 8796 .1 3653 .2 4063 .0
7011 .1 7021 .1 8255 .1 1698 .2 7606 .2 5313 .0
9276 .1 9288 .1 0782 .2 4919 .2 1951 .3 6563 .0
1842 .2 1857 .2 3632 .2 8520 .2 6775 .3 7813 .0
4750 .2 4768 .2 6849 .2 2561 .3 2165 .4 9063 .0

�ăόƗçόŰ ņٔύŉàî �Ŭ �ύįà
𝑦(0) = 1,

üόŰ ġ �ƏɅόɃ çόī ñ �όǥ ïùà Ł �όŇçόű ÿƟ
𝑦(𝑡) = exp (𝑡),

ÿI۔ Ȋ 𝛼 = 1 �é �όǥ ÿI۔ Ȋ
𝛼 = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1 ÿI۔ Ȋ àç �Ŭόʾ ïç̪ 
όƋ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī HWSM üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ çόī (6.14)

𝛼 = 0.5, 0.7, 0.9, 1 ÿ�Ŏ Ě Iɶ ،ĘùęĎόȵ ÿƟ ðà ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ 
ñ tŹ uόě Ō�όʷ ïũόş ʺ VόĲàŕόƦ ë �ŴόĶ 6 .2 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ ė �όĿùï çόī üόŰ Ō�όʷ
ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ą �όĜç ό̬ƣí ë �ŴόĶ 6 .2 ü �Ŭ tų ;όě Ūόƞ(MAEs)êũ �ŻɪƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ Ō�όʷ𝐽 �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭόʾ 
ñ tŹ uόě ë �ŴόĶ 6 .3 ü �Ŭ tų ;όě üόŰŌ�όʷ
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Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ .6 �èą �όĜ
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2۔ ėƴŬٔɊόǒ :6 .2 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ

ë۔ �ύĸŕόƞ üόŰ Ūόƞ PDRDE ï ;íïàٓ ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ ü �ώě �í ė �Ǿïî �Ŭόǒ :3 ėƴŬٔɊόǒ

𝑦𝛼(𝑡) = −1
8𝑦(𝑡) + 𝑦( 𝑡

2)(1 − 𝑦( 𝑡
2)), 0 ≤ 𝛼 ≤ 1, 𝑡 ∈ (0, 1) (6.15)

�ăόƗçόŰ ņٔύŉàî �Ŭ �ύįà
𝑦(0) = 1

4,

üόŰ ġ �ƏɅόɃ çόī ñ �όǥ ïùà Ł �όŇçόű ÿƟ

𝑦(𝑡) = 1
2 − 1

4𝑐𝑜𝑠(
√

5𝑡
8 ) +

√
5

4 𝑠𝑖𝑛(
√

5𝑡
8 ),

ÿI۔ Ȋ 𝛼 = 1 �é �όǥ ÿI۔ Ȋ
𝛼 = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1 ÿI۔ Ȋ ç �Ŭόʾ ïç̪ 
όƋ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī HWSM üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ çόī (6.15)

𝛼 = 0.5, 0.7, 0.9, 1 ÿ�Ŏ Ě Iɶ ،ĘùęĎόȵ ÿƟ ðà ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ 
ñ tŹ uόě Ō�όʷ ïũόş ʺ VόĲàŕόƦ ë �ŴόĶ 6 .3 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ ė �όĿùï çόī üόŰ Ō�όʷ
ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ą �όĜç ό̬ƣí ë �ŴόĶ 6 .2 ü �Ŭ tų ;όě Ūόƞ(MAEs)êũ �ŻɪƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ Ō�όʷ𝐽 �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭόʾ 
ñ tŹ uόě ë �ŴόĶ 6 .4 ü �Ŭ tų ;όě üόŰŌ�όʷ
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3۔ ėƴŬٔɊόǒ :6 .3 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ
3)۔ ėƴŬٔɊόǒ) 𝛼 = 0.5, 0.7, 0.9, 1 üόŰ çً �Ŭ tϑį ŏ�Ȫ �όĹ :6 .4 ü �Ŭ tų ;όě

𝑦𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 𝛼 = 1 𝛼 = 0.9 𝛼 = 0.7 𝛼 = 0.5 𝑡𝑙
2549 .0 2549 .0 2572 .0 2655 .0 2825 .0 0313 .0
2746 .0 2747 .0 2810 .0 2985 .0 3248 .0 1563 .0
2947 .0 2947 .0 3031 .0 3243 .0 3522 .0 2813 .0
3150 .0 3150 .0 3246 .0 3472 .0 3743 .0 4063 .0
3355 .0 3355 .0 3457 .0 3684 .0 3935 .0 5313 .0
3562 .0 3562 .0 3665 .0 3883 .0 4106 .0 6563 .0
3770 .0 3770 .0 3871 .0 4073 .0 4263 .0 7813 .0
3981 .0 3981 .0 4075 .0 4255 .0 4407 .0 9063 .0

�èç �̩ �Ƒ �όįà çόī �èàùç ό̭ǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņ; ύŉçƠ �ώȚ ï ü �Ŭ 
Ɋόʾŕ� όŒ ü �ώě �í �ìïí ÿȋ ŏ�ɳ �ώň Ġ;źƪ Ě Iɶ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏ �ïàžόǔ �èà :4 ėƴŬٔɊόǒ
[94] ëtŴI όĵ ÿ �Ŏŕόƞ

𝑦𝛼(𝑡) = 𝑡3𝑦2(𝑡) − 2𝑡4𝑦(𝑡) + 𝑡5, 0 ≤ 𝛼 ≤ 1, 𝑡 ∈ (0, 1) (6.16)

�ăόƗçόŰ ņٔύŉàî �Ŭ �ύįà
𝑦(0) = 0,

üόŰ ġ �ƏɅόɃ çόī ñ �όǥ ïùà Ł �όŇçόű ÿƟ
𝑦(𝑡) = 𝑡,
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4۔ ėƴŬٔɊόǒ :6 .4 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ
4)۔ ėƴŬٔɊόǒ) 𝛼 = 0.5, 0.7, 0.9, 1 üόŰ çً �Ŭ tϑį ŏ�Ȫ �όĹ :6 .5 ü �Ŭ tų ;όě

𝑦𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 𝛼 = 1 𝛼 = 0.9 𝛼 = 0.7 𝛼 = 0.5 𝑡𝑙
0.0313 0.0313 0.0460 0.0973 0.1995 0.0313
0.1563 0.1563 0.1956 0.3001 0.4461 0.1563
0.2813 0.2813 0.3320 0.4530 0.5990 0.2813
0.4063 0.4063 0.4622 0.5863 0.7215 0.4063
0.5313 0.5313 0.5885 0.7080 0.8277 0.5313
0.6563 0.6562 0.7119 0.8220 0.9236 0.6563
0.7813 0.7812 0.8329 0.9300 1.0115 0.7813
0.9063 0.9062 0.9521 1.0332 1.0920 0.9063

ÿI۔ Ȋ 𝛼 = 1 �é �όǥ ÿI۔ Ȋ
𝛼 = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1 ÿI۔ Ȋ ç �Ŭόʾ ïç̪ 
όƋ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī HWSM üόŰ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ çόī (6.16)

𝛼 = 0.5, 0.7, 0.9, 1 ÿ�Ŏ Ě Iɶ ،ĘùęĎόȵ ÿƟ ðà ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ 
ñ tŹ uόě Ō�όʷ ïũόş ʺ VόĲàŕόƦ ë �ŴόĶ 6 .4 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ ė �όĿùï çόī üόŰ Ō�όʷ
ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ą �όĜç ό̬ƣí ë �ŴόĶ 6 .2 ü �Ŭ tų ;όě Ūόƞ(MAEs)êũ �ŻɪƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ Ō�όʷ𝐽 �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭόʾ 
ñ tŹ uόě ë �ŴόĶ 6 .5 ü �Ŭ tų ;όě üόŰŌ�όʷ
ÿƟ ñ qŹ �Ŭ ]όįàŪ �όŊ �ë 
Ɋ �ŹόʼŪόƚŪόƞ 16 Ł �όŇçόű ÿƟ fde solver [37] ė �όĿ �ïàžόǔ çόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ GϜĂ�ƂUϖį à Ě Iɶ ë �ŴόĶ 6 .7 ü �Ŭ tų ;όě ،ĘùęĎόȵ ÿƟ ðà

ÿI۔ Ȋ ç �Ŭόʾ ϜĂ�ƂϟϔƗ
4)۔ ėƴŬٔɊόǒ) ė �όĿ �ïàžόǔ çόī MAE :6 .6 ü �Ŭ tų ;όě

IRKHSM
]94[𝑁 = 4

HWSM
𝐽 = 4

HWSM
𝐽 = 3

2𝐸 − 07 1.1102𝐸 − 16 2.8315𝐸 − 08
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4)۔ ėƴŬٔɊόǒ) 𝐽 = 4 ĕɯƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ō�όʷ ûũ �ŻόƗ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù :6 .5 Ō�ύʷ ũɟ �όȔ

ėǽęĎ �όŰ 6 .4

ÿƟ ĕ �ż tϑį ŏ�Ȫ �όĹ ÿƟ �èàùç ό̭ǒ ü 
̭ �Ź �όěŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņ; ύŉçƠ �ώȚ ï ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ proportional delay Ūόƞ HWSM ،ë �ŴόĶ �èą �όĜ ðà
ç۔ �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ 
ñ tŹ uόě ĕȏ �όŇ ;ă�όİùٔçόīà ĠȾ �ƈ �Ʌό̘ ʺ �όěà Ō�όʷ �Ġ�ź 
Ɏ �Źόʼ ĕƽ �Ŭ tώį à ņό˂ ðà ïùà ñƩũ˅Ƽ �Ŭόʾ ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ûç̪Ɩ �ƄόǇà ϜĂ�ƂϟϔƗ
üόǚçόŰ ïùà ÿI Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç �̩ �όňç �όŰ ÿƟŕόƞ üόŰ Ūόƞ ü ٔόěç ό̭ǒ úïąόĶ �ġ �Ə tų sόě î �ƒ �όǥ Ūόƞ �ă�ώİ íç �όĲà ïùà �øęĎόǅà ü �όěç �όĲ ÿƟ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ðà
üόǚçόŰ ÿƟŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà (solver) ïŪόƚžόǲ �éόǇç �Ŭόǒ Ūόƞ êùïî �όĲ ņό˂ ñόʿ Ġ;ź �ūόĶ ïç̨ �όƇ ýũƳ̥όǔą �όĜ ÿI۔ Ȋ à �ŕ� όŒà î �Ŭόǒà ė �ʁ �Ǝ Wų Vόě Ęíŕόƞ
ç �Ŭόʾ üόǚçόŰ üόŰ ÿȋ �óç̩όƬ ÿƟ �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ñ qŹ �Ŭ �ų 
̭ �ŷ �όĲŪόƞ �êà ÿI۔ Ȋ ç �Ŭ ό˄űç �όŰ ç �Ŭόʾ

ÿI۔ Ȋ
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�èç̪ƻόī ĕńç �Ŭ �Ŷ �όŰà
üόŰ Ūόƞ ðęĎόī òç �όŰ ʺ �όěà ÿƟ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í (delay) Ġ�ź �Ǿą �όĜ ë �ŴόĶ ýçόī ϜĂٔƂϟϔ˰ ϜĂ�Ƃϟϔʾ 
ñ tŹ uόě ë �ŴόĶ ÿƛç �̦ όǔ ðà
Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ FϜĂɛUόǥ ÿI Ȋ ņό˂ �ïŪόƞĠĝ ė �ǾŪ �όŊ Ō�όʷ ÿ �Ŏŕόƞ Ě ٔύōç �όĲ Ūόƞ êũ˅ �Ŭ �ų˃ �όĜ ēíîόȵ Ō
ό̫ žόǔ ïùà Ěʶ̩ WƎɊόǒ ، �éόǇïí ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ

ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �όŰ ç I̫ ό˗ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ( proportional delay )

ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņ; ύŉçƠ �ώȚ ï Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ،ÿI Ȋ ĕżٔό˰ ņό˂ 
ñ tŹ uόě ë �ŴόĶ 2 �èą �όĜ ũ �όʠ ،ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ēíîόȵ ʺ �όěà
ņ� ύŉç �Ŭ �όǁą �ύĜï Ęíçόű ïùà �ăό˰ęč ü �Ŭ 
Ɋ �Ź ;όěũ �Ż uų ό̪˒ Ěόƞ ņό˂ �êàŪόƞ ñ ;Ź �ŬόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ،ë �ŴόĶ ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ðà ÿI۔ Ȋ ĕżٔό˰ ņό˂ �ë ٔόĸà �Ō�ώʷ ;í ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ
üόŰ Ūόƞ êŪόƚç 
Ŭόǒ ĕżٔόʾ ، ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ ĠI őç �όǅ Ūόƞ ĕǌ �ŬόǇïí ïùà ņό˸íŕόƞïçόī ņό˂ ʺ �Ŭ �ų˃ �όĜ ۔ ÿI Ȋ ēí ġ �Ə �όǥŌ �όʷ ÿȋ ė �Ǿù ņό˂ �èïç �Ŭόȶ

ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ
ēíîόȵ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ �éόǇïí ïùà ،ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ �ïùŕόƞ Ġźٔ �ϏĿ �Ġ �ź sόĿ ė �όĿ �ïàžόǔ ēíîόȵ çόī �íç �̦ �όĹ ÿƟ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ Ę �ïũ �ɋό̘
ÿƟ �Ġ�ź 
ǼŪόƚù �Ō�ώʷ ï �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ũ �όʠ ÿI Ȋ ēí ĕǌ �ŬόǇïí ÿ�Ŏ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ÿƟ �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ėόˁ ÿI Ȋ ą �ύĜç �Ŭ �όį ė �ϏĿ ŏ�ɳ �όň

ÿI۔ Ȋ ĕٔ �żό˰ ēٔą �όĜ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ 𝑂(10−5) − 𝑂(10−09) ϜĂ�ƂϟϔƗ
�èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ðũ �Ż �ų �Ŭ ;ųƱ̪ �ƍ ٔόįçόű ïùà Dirichlet BVPs ÿƟ �é �ŮόȶŪ �όŊ ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ

ė �όĿ ëtŴI۔ όĵ ϜĂٔƂϟϔ˰ ϜĂ�Ƃϟϔʾ 
ñ tŹ uόě ë �ŴόĶ 4 ïùà 3 �èą �όĜ �é �Ů �ύįĠ�źƪą �όĜ ũ �όʠ ،ÿI Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ïç �Ŭ �όį ïùà ą �όĜçόĖ ;Ō�όʷ Ūόƞ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ
ÿƟ îόŰ ë �ŴόĶ ðà ėˆ �όĜũ �Żόʾ ÿI Ȋ àž IόǶ �ă�όİą 
όĜ Ō�όʷ ïũόş ÿƟ ûŪ ;όŊ ņ� ύŉç �Ŭ �όǁą �ύĜï Ō 
όʷžόǔ ʺ �όěà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ BVPs ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ
êç �ŬɪƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ ïùà ëtŴI όĵ ϜĂ�Ƃϟϔʾ üόŰ ü ٔόěç ό̭ǒ úïąόĶ �ġ �Ə tų sόě ÿI۔ Ȋ �é �ŮόǥęĎόǚ ņό˂ ÿ �Ŏŕόƞ üόĶç 
όű íũ �ɋ �όň íũ �όʠ Ūόƞ �èęčçόŰ

ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ą �όĜçˮόƜ �èç ό̭ǥ çόī ;ă�ώİ ï ñ �ŷ �όŰïũ �Żόʾ ïùà
ÿI Ȋ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ 𝑂(10−10) ïùà 𝑂(10−04) ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ �Ġ�ź 
ǼŪόƚù �Ō�ώʷ ï �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ĕǌ �ŬόǇïí ņό˂ BVPs

Ł �όŇçόű ÿƟ 2 ĕ�żȧ �όĹ ïî �όĲ ņ� ύŉ ą �ϏĜ ŏ �ɴ �όȔ ìĠ 
Ą ņό˂ ñ Vŷ �ƒ �όǥïũ �Żόʾ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ BVPs ïùà IVPs Ġ�ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ، �Ġ �ź �όĿ 1. 3)۔ ü �Ŭ tų ;όě)
ÿI۔ Ȋ �ƀ �ŋàžόǔ

ą �ύĜç �όŰ ą �όĜçόĖ ;Ō�όʷ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ņό˂ Ġ �ź �Ǿą �όĜ �éόǇç �Ŭ WųόĶ ðũ �Ż �ų �Ŭ ;ųƱ̪ �ƍ ٔόįçόű ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ،ìŏόţ ĕɂà
�Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ïùà ÿI Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ üόŰ Ūόƞ ü ٔόěç ό̭ǒ ĕɯ �όȕ Ġ�ź �Ȁ ïùà ĕɯ �όȕ Ł �όŇçόű ÿƟ �Ġ�ź 
Ɏ˄ �ƒ �όĞ ýũƳ ό̥ǔą �όĜ �ë �Ŵ �όě ïùà ùí ÿI۔ Ȋ
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4 .3 ïç̪ 
όƋ ù íàîόȵà ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ ė �όĿ �ïàžόǔ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ üόŰ �éόǇïí ïùà üόŰ Ęíŕόƞ üόǚçόŰ HϜħȳUϖĹ ï �í ÿƟ ïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ÿƟ
ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ïùà ÿI Ȋ ç �Ŭ Vų �όě 
éόȶą �όĜ çόī ĕŧόƣ ë �ŴόĶ êũ �ŻɪƵ �όȵ �ſƳ̨όȘ Ě �Ž �ɪόȗ ė �ŀç �όǚà ë �ŴόĶ �ë 
όǇŪόƚù �Ō�ώʷ ï ėόˁ ÿI Ȋ ç �Ŭό˰ ç̬ˍ �όĜí ė �όĿ ÿȋ 4 .6 ïùà

ÿI۔ Ȋ ą �όĜŕόƞ ĘĠI őç �̨όȘ çόī ņό˸íŕόƞïçόī ĕȏ �όȅà ĕȏ �όŇ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ �èàùç ό̭ǒ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ðũ �Ż �ų �Ŭ ;ųƱ̪ �ƍ ٔόįçόű
ÿƟ �èàùç ό̭ǒ �öàŌǍ ;όĜũ �Ż tų uόě ĕ ;żƲόĶ ÿƛàù �é �Ů �ύįŌ �όʷ ĕٰƽόȵà ÿƛàù ÿ�Ŏž IόǶ àî �Ŭ uόį ë �ŴόĶ ñ ό˄Ķç �Ŭ ]ύįà ;í ùĠ;źˆ �ŬόƗà ،ë �ŴόĶ 5 �èą �όĜ
،ë �ŴόĶ ŏ �ɴ �όȔ Įĳ �Ȭ �όĹ Ęî 
όű Ě �ŽόǒŌ�όʷ ðà ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ Ě ٔύōç �όĲ �ìùŌ�όʷà ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ Ęî 
όű Ě �ŽόǒŌ�όʷ ʺ �όěà ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ �èç �̦ �Ƅ �Ȧɋ �όň ņό˂ üόŰ

�ſ �Ż 
Ɋόǒ (𝑛 + 1)𝑡ℎ ÿƟ �ë 
Ɋ˄ �ƒ �όĞ ýũƳ ό̥ǔą �όĜ ÿŎٔç �̩ �όň ņό˂ �Ġ�ź 
Ɏ˄ �ƒ �όĞ (𝑛𝑡ℎ) �ſ �Ż 
Ɋόǒ �ë �ύĸŌ �όʷ ĕٰƽόȵà íũ �όʠžόǔ ë �ŴόĶ �èàùç ό̭ǒ ē �ïç �Ŭ �ųόĶà
ÿƟ �ë 
Ɋ�ώķ ŌǍ �Ŭ qų Vόěà �èç �̦ �Ƅ 
Ɋόǒ ŌǍ �ώĜ í ïùà ÿI۔ Ȋ ņ�ύŉç �όŰ ēí �ă�ώİ ŏ�Ȫ �όĹ Ł �όŇçόű ÿƟ ʺ �όěç �Ŭό˰ ýũƳ̥όǔą �όĜ ë �ŴόĶ �Ō�ώʷ Ġ �źǼ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ Ūόƞ
ïùà ÿI Ȋ ą �όĜŕόƞ ü �ύěî �Ŭ �όį ë �ŴόĶ ;é �ŮόǇ ʺ �όěà ÿƟ �èàùç ό̭ǒ ēĠ�ź �ʁόƬà Ūόƞ ėƴŬٔɊόǒ ŏ �ɴ �όȔ Įĳ �Ȭ �όĹ ė �όĿ ëtŴI۔ όĵ ÿ �Ŏç �όŰ ϜĂ�Ƃϟϔʾ üόǚçόŰ HϜħȳUϖĹ ï �í
Ęíũ �όʠžόǔ ïùà óũ �Ż �ɞόȘ ،îόĶàٓïçόī ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ ė �όĿ ėόˁ ÿI Ȋ ç �ŬƲ �όŰ ė �ŵ �όį ÿȋ �ġ ٔύňç �Ŭ Vόį ēíîόȵ ÿI۔ Ȋ ą �ύĜç �Ŭ �όį �êçόűàٓ Ūόƞ ü ό̪ɼ ÿƟ üόŰ ìŏόţ ðà
RKHS ïùà ، VIM ،ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ -𝜃 One-leg ، RKM çόī ϜħƹϟϑŰ Ġĝ ùí ėόˁ ç̭ �ŷ �όŰ (5 .7 ,5 .1 ü �Ŭ tų ;όě ،ë �Ŵ̬ˍ �όĜí) êũ �Ȥ �ώĹ ŏόţ

ÿI۔ Ȋ Ġ�ź Iʌ �όœ ÿȋ ė �Ȣ �ώĹ ŏόţ
ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ ŏǜ �όŇ ïùà ÿI Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ �êç �Ŭ sόį ë �ŴόĶ ĕ �żȧόǔ ÿƟ R-L Ūόƞ �ŕόƚŌǍ �Ŭ qų Vόěà ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ ÿƟ ïąI όĵ ،ë �ŴόĶ 6 �èą �όĜ ،ë �ŴόĶ ŏ �όŢàٓ
ûùî �όŰ ÿI۔ Ȋ ç �Ŭό˰ ç �Ŭόʾ Ě ٔύōç �όĲ Ěȍ �ύŇïũ ό˻ưà Ō 
όʷžόǔ ʺ �όěà ĕ �ż �ųόĶ Ō�όʷ ñ ;Ź �ŬόƗŪ �ύŊù ïąI όĵ ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ ÿ�Ŏŕόƞ üόǚçόŰ Ūόƞ üόŰ ēíîόȵ ÿƟ DEs

HWSMŌ�όʷFDESOLVERïùàIRKHSMŌ�όʷ ïũόş ġ �όɃàù �ġ ٔύňç �Ŭ Vόį ÿƟ ņƫç �̦ �όĹ ēíîόȵ ϜĂٔƂϟϔ˰ ÿ �Ŏí ë �ŴόĶ 6 .7 ïùà 6 .6
𝑂(10−05) − 𝑂(10−10) ϜĂ�ƂϟϔƗ ÿƟ �Ġ�ź 
ǼŪόƚù �Ō�ώʷ ï �÷Ƴ �ƒ �Ʌό̘ ņό˂ ;é �ŮόƗŪ �ύŊù ĕǌ �ŬόǇïí ëtŴI۔ όĵ ÿ �Ŏŕόƞ ĕ Iʑî �όĜç 
̭ �όķ ņό˂ ēŌ�όʷŌ�όʷ ņό˂
7. 6)۔ ü �Ŭ tų ;όě) �𝑂(10−08) − 𝑂(10−16) ė �όĿ ë �ŴόĶ �èïžόǡ ʺ �όěà ėόˁ �é �όǥ ÿI Ȋ ĕٔ �żό˰ ēٔą �όĜ �êç �Ŭόǒïí ÿƟ (6 .2 ü �Ŭ tų ;όě)

:ÿI Ȋ ĕ�ż ό˄ű ž IόǶ ė �όĿ �éʥόƋ ņό˂ �ſ �Ż �Ȧɋ �όň ė �ŵ˄ ό̪Ŧ ņό˂ ü �Ŭ �Ȧ �ƄɊόǒ
ė۔ �Ȣ �ώĹ ŏόţ ēíîόȵ ʺ �όěà çόī ÿ �Ŏŕόƞ üόŰ Ūόƞ PDEs ï ;íïàٓ ü �Ŭ 
Ɋ˄ �όĜŕ� όŒ ÿƟ Ġ�ź �Ǿą �όĜ ۔ (۱)

ą۔ �όĜŕόƞ �èç �̦ �Ƅ �Ȧɋ �όň ņό˂ �êà ïùà �ë ٔόĸà �Ō�ώʷ ;í Ūόƞ �ŕόƚ ;íąόĶ ü �Ŭ 
Ɋ �όķŏ�Ȫ �ώĹ ;í ÿƟ Ġ�ź �Ǿą �όĜ ēù �ŏ �όŢ ÿŎٔž IόǶ ÿ�Ŏŕόƞ ûç̪Ɩ �ƄόǇà çόī ñ ;Ź �ŬόƗŪ �ύŊù ۔ (۲)
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